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Х. СОМТНЕВ 
ОК ГЕЗ МОУАОХ РО ТУРЕ ЕООМЕЕВ 


Т’агифе сопйепё ипе абтопзгайоп г1ропгеизе 4ез гёза аз 
геа {5 2 1а 16оме 4ез поуаих ди фуре РКоште» её 4ез э6т1ез огёВо- 
5апа]ез, апрагауапф 6попсёз раг ’ащфег запз ргепуе. 


1. тбтобиеноп 


Ю 6318 попз раг ] (т) 1а уаеиг шоуеппе 4’ипе Гопсйоп ] (<) дап$ 
| умегуаНе (т) = (у, 5). Розопз 


1 


= | 146) 42. (и) 
т 


Н а 616 46топ6 Чапз шез 4еах по{ез зиг 1ез поуапх @4п буре 
Комллер 1 ]е фбогёте зилуап(: з1 (соп4Илоп (а)) 1а Гопсйоп # (у, <) 
езф зутбитаче рог Ох < - <, О = ух + < её з1 4’ащте рагь 
(сот от (Ъ)) оп а 


| А? (тв) = 2) 


08 т=6— ез6 |а шезиге 4е Г1аижуаНе (т), дпеПе аие з01% Та 
Гопемой сот йпие и(т), Р6оа1 {6 

| (о, 9) ( | Е (г.у (2) 42) ду = *- | и (0) 42, (3) 
[2 9 ра] 

езь уа1ае рог 10а ищегуаПе (‹) = (в, В), ой [фа] езё 1а рагые 
сотатаайе амх 11егуаПез (0, а) её (®) её ой в ез% а шезите 4е (®). 
Вбе1ртодаете(, з1 1’6ва!16 (3) езё ув ее ромг \юще 1опсИоп 
сопйпие, 1а соп4Илоп (2) евф гваЙзбе. П зи 4е Герай46 (3) аме, 
ч.6 (7) = | Е (т, 2) и (2) 42, ов а | а (=)42.= | Е (®, у) © (у) ау, (4) 


[Фа] о 


1 биг 1ев балаНопз$ ш(6ота]ез аих поуаих ди фуре Комтег де М-г И. \Уеу1. 
Тоигма! де 1’1а9 оф та бтаНаие де ’Асадвише 4е 1а В 9’ОКтгаше, 2, 4936; 
Зиг чае 016рга]е апа1орие & Г1л46ртайе 4е Гоммег. С. В. 4е ГАса4. @ез Бс1. 
де РОВВВ, ТУ, 7, 1936. 
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саг 1 езь 6у1Четттепь регт1з 4’1ибегуегЫг [’огаге 4’ 6отайоп Чапз 
Рииббога]е 


6 а 

| (| Е (у, 5) и (5) 42 ) 49. (5) 
о 

Розопз ппе попуеШе гезбасйов А 1а Топсйоп А(у, х) (соп- 
Ай оп (с)): заррозопз фае ромг 1юще ТопеИоп 1(х) {а сагге зот- 
та ]е, |’1п6огае 


= 

\ И эле (6) 

0 
ез6 боа1е А 1а уаеаг тоуеппе в (т) 4’ипе ГопсИоп а сагге зот- 
та е. Папз се саз 1а ргорозИзот (4) реш @ ге гетр|асбе раг [а 
ргорозИ1оп зшуаще: 


$ (3) = | К (т, 9 1 (2) 45, опа 1(®)= \ (у) (ам. () 
0 0 
$1 а ГопсНоп А (у, х) езё ипе 1опсоп аи ргодпи ту: 
К (у, т) = К (ут) (8) 
её з1 1’оп розе 
Х (=) = } К (2) 42, (9) 
оп рей Ч4оппег & 1а ргороз! от (7) Ла !огше: 
в ©, х а 
м [ зо = | 2% Лу) бузова | Дак = | АИ вбрау, (10) 
0 0 о о 
1’60а1166 (2) вап вбашуеще а 
СУ 2] Х (& ь 
Иа, — обыбен и 
о 


В6е1ргофиетет(, 51 1ез 65а]116$ (10) опр Пеи ролг 1юлще Гопс- 
оп /(у) А саггб зоштаЫе, ]а Гопсйоп 7 (2) уве Гбоаив (11). 

М. С. М. \У/аз0п ? а 1е ргеплег 1топуб фолщез 1ез Топс&опз у (5) 
роиг езде Пез ]а ргорозИлоп (10) ехузе, с’ез{-А-О1ге, {олщез Тез 
Гопс оп дит убгет |’6ааайоп (11). 

Ге Боб 4е сеф агйе езф 4е 1гопуег 1ющез 1ез зо]аопз ае 
Гефиайор (2) дит 301 зутбычиез еп (5) её (у) её шёте \ющез 
1е5 зо отз 4ез бачаЙотз раз з6п6га]ез 4опё поз ратегопз 
Чапз ]е5 рагаогарВез зи1уап{$. 


_Сеф агЫс]е езф тёзитё 4апз та пое «баг 1ез поуаах 4а {уре 
Коцгег», С. В,, в 204, 1937, 


* Уайз оп С. №., Сепега| 4гапз{огиаз, Ргосеед {тез Т.. М. $., 1934, зег. 2 
уо1. 35, р. 157. и. 


ЗОВ ГЕЗ МОУАОХ РО ТУРЕ ЕООВЛЕВ, 317 


2. Роз оп ди ргоБ1ете 


501 (0) ип Чаоташе 4е рот '4апз 1’езрасе а п Аппепз10п5, 
и =1,2..., а шезиге ие оп шЯше. боц (5) пп рошь ае (0). 
Зои 4опибе ипе {опсйой 4ез Чоташез (7) арращепать & (0) её 
Чез ройиз (5), дай ез( ипе {оп оп 4е (2) & саггб зоттаЫе 4аиз (60), 
роаг (т) Ихе её А шезиге Ниле. О6з1епопз раг К (т, о), 2 (т)... 
|[ез уа!епгз тоуеппез Чез {опсопз А (т, 2), © (5), 


п м. 


К (т, ©) = — | А (т, 2) 4%, в (т)= - с (х) 4. (1) 
(5) (=) 
№ 5$ зирроз00з$ дие К (7, ®) езё аадтийуе 4апз (©) раг гаррогь 
а (7), (%) @аш Пхе, зоиз-ещет4аю чие рог спадае ратге 4е 4о- 
'паттез (т,) её (55) сот еб а штезиге Ише 1’6ха11(6 
К (ти, ®) т, К (5, ®) ть == Ё (1, ть, о) (т, -- 1») (2) 
езё уе бе. 
№15 зиррозопз 4е р!аз аще |а ТопсИоп А (1, ©) езё а уашма- 
(поп Роглёе 4ап$ 1016 доташе (26) а шезаге Япе ти 6 мег а (40), 
с’е51-8-Ч@1те, дае, ромг 1още 46сотрозИлоп Ча 4оташте (0®) еп 
Чоталпез рагИе|]5 (т), (15)... (тт), Г1абоа 6 


| (т:, Ютта ЗЕ А (Тит, ®) | Пт < В (3) 
езф убгИ бе, В ап ип пошЬге аврепаюпё Чи сВо1х 4е (96). Бе 


рго ее рглпслра|! 4е себ агыс]е езё 1е зилуаи: 
Еогтег 1ющез |ез {опсНо0пз А (1, 2) гёроп4ап аах сопа!лопз: 


3 К(т, 6) = (%, 1) (^) 
роче Чеих аотатез (1) её (®) А шезиаге Изме ти(емешез а (0) её 
ь) | (т, 2) = (5) 

(2) 


№15 Чгопз чае Пе поуам К (7, х) езё Ча фуре Еоммег, ам саз 
Фа’11 гбропае аих сопа1Нопз (а) её (Ъ) её роззё4е 1е5 ргорг16Е6$ шеп- 
Иоппёез ап Ч6Биё 4а се рагасгарВе. | 

М опз 46топтегопз Ча’ипе заИе адпесопаие 1%, (2)} 4е. !опс- 
йопз а саггб зотта Ме 4апз (0), ог Фосопае, погтабе её {егтее 
Чатз (©) 6йарё сВолзе, 1олще ГопоНоп А (1, 2) убыапе 1ез сопа- 
Иопз 4а ргоёте репё &те 46Йтие раг ппе з61е сопуегоете 4е 
]а Гогте 


[®.®) со 
(т, о м. р (9 фа (=) $, (©) (6) 
1ез сое слет(з с) огтап@ ппе тайгсе 


[60° || (7) 


зутбичате её ипЦалге. 
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Вбе1ргодиетет(, свафие зег1е 4е 1а !огше (6) а роиг зотте 
1а уа1елг тшоуевпе 4’апе {опсоп К (т, 2) А саггб зоттае Чапз 
(0), убгИТапе 1ощез 1ез сопа1оптз ди ргоёте. 

$1 1а Гопсоп Ё (т, 1), еп гбропдап& ах сопа! 101$ дит 11 3006 
ппрозвез, убгИе 1ез бапаМопз (5) её (4), бое !опеМоп ] (х) 
А саггб6 зоттаЫе дапз (©) за з{а16 аах соп@1101$ затуапе5: 

(А) ’1и6огае 
| К (<, 2) | (&) до (8) 


езё 6бва1е А 1а уа1епг шоуеппе 4’ипе !опе\1оп  (х) а саггё зот- 
таЫе дапз (42) её 


(В) з1 
в (т) = | К (т. 2) / (2) 6, 
9) 

опа 

1 (о) = | (у) 9) т: (9) 
(С) епбп оп а: ы 

\ Й (2)4% = \ 2 (2) о. (10) 

(8) (8) 


Ввслргодлететц, $1 1а Гопсмоп К (т, 2) уёгШе 1е; сопалопз (а), 
(А) её (В), ее зайз{ащ а 1а сопаот (Ъ). 
Ветаг4иопз диае помз пе зиррозоп$ рошё аиае 1а {опейоп 
К (т, 2) в01% бое & 1а уа]епг тоуеппе 4’ипе {опсйоп Ё (у, 1). Раг 
ехетр!е, 1а Гоп оп 
8 (т, 2), (11) 
Чат ез6 6сае в оц А 26го эллуапе адае 1е ро1тё (х) е5ф сотарг1$ 
Чапз (т) оп м езб ех(6мемг, зал 3{а16 а (0(ез 1ез сопа0от$ ап 
рго1ёте; 1а Гопсвоп 8 (т, х) езё Ч6Йпле раг 1а з6ме3 сопуегоепе 


8 (т, в) = х фк (<) Фи (®). (12) 


Вемагаце. Га !опс@Яопт (11) езё 1е поуаи 4’апе орбгайоп 
герго4и15ап& фощ{е Гопсиоп соппие 1 (х), саг оп а, еп зе зегуапё 
Чез 1п46ога!е5 4е Зи@Цез, 


(а) = || 8(т, 2) Ци) ат; (13) 
(©) 
роиг 1юие Гопейоп /(х) А [саггё зотта Бе, $1 а тезиге 4е (т) 
езё6 Ите, оп а 


1 (т) = | (т, 2) / (2) де. (14) 
(@) 
П ез6 сошто4е А’аррег 1а ГопсНоп 8 (5, х) ипив ГопойоппеПе. 


3 Уош [’Аррепаке 4. 
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3. Ветагаие виг 1е5 ёёога!ез 4е НеШтеег 


Зотеп6 4опп6вез 4еих {опе@опз } (2) её Е (1) А саггё зоттаЫе 
Чатз (6). Сопз1@ёгоп$ ип Чоташе (0®)`& шезиге Ме арраг- 
(епап а (0), 1е аоташе (0) а-тёште, решё-ё& ге. Ауапё 41у136 
(О®) еп Чоталтез рагИе5$ (ти), (то), ..., (ти), огтопз 1е$ зотитез 


рп ] 1 (2) 4% - [| Е(т)а® и 
д (=) (=): % 

= 2 ДЕ (1) 
р >: х 


Оп рецё а6топ(гег дфае 1ез зоттез (1) 4еп4епь уегз ипе Паие 
Ав егпипбе даап4 п-> со, 1ез5 4оталтез (т») фепдапё ип Иогтбтепе 
уегз 26го. Сейе ИтИе езЁ 6оа]е & 


(142) Е (+) 4. (2) 


(268) 


№1$ 9651епегопз сейе ПшиЦе, дит езЁ ипе 1ии6огае 4е Не|- 
Ппсег, раг 
[и © (а) а (3) 
(2(8>) 
се дит гарре!е 1а !огтайоп 4ез зоттез (1). $51 ]а шезаге 4е (4) 
п’ез( раз Ише, поиз 965161015 раг 


| 1 (=) Е (5) аз (4) 
(8) 


1а Паие 4е (3) даава (0®) 4еп4 уегз (0), сейе ИшиИе ех1збапё 
1оц]09гз. Га ПмИе еп диезоп е5ё 6ха]е а 


(1(2) Е (г) ао. (5) 
8) 


Гез аётопзгайот$ 4ез ргорозИлопз с16ез зе габасвепё а ]а 6о- 
г1е Чез 146 ога]ез 4е йе ез; айп 4е пе раз ицегготрте 1ез га1зоп- 
петеп{з, П5 $006 Чоппёез Чапз 1 ’арреп@1се. Ауес сейе ргорозИлоп 
нопз у Аётаотитегопз 1а зи1уапе: 

5014 Ф (т) ипе 1опеМоп шоуеппе а@4Илуе её Богпёе Фапз {10щ 
Чоташе (0®) А тезиге Ип1е; аррагепап( а (4); з1 Гицёргае 4е 


Не] Ипсег 
\ ыы (=) ат 
(9) 


а ип зепз, 1а Топе@оп © (7) ез( 1а умеиг тоуеппе 4’ипе ГопсЯоп 
< (т) а саггё зоттае. 
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4. шбтодие оп 4е5 п(ё2га]е$ 4е Нетхег 


Еп иНИзатбе 1ез 1(6ота!ез 4е Не] Ппоег оп реш гетр1асег |е, 
сопа оз (В) её (С) раг 1ез соп@Илои$ зшуап(ез: 


— \* (т, ®) /.(®) 4%. 


опа 


(<) в т) 2 (т) т (1) 


© 


> ” 


| И () 4 — | 2? (®) ао. (2) 
(5) 8) 
бои сейме {огше ПИ п’езб раз песеззалге, 1а уа\еиг тоуеппе 4`’ппе 
Топсйой зоштае ©(т) 6(апё фтоцуёе, 4е геуептг раг мп раззазе- 
а 1а ПшЦе А папе !опсйоп зоттае (т) батуа]еще а $(=). 
Г. ’вацайоп (65) реш ргепаге 1а !огте 


К? (т, ©) 4д® = ы: } (3} 
(5) 


5. Ветагаие зиг 1е Иботёте 4е Мекюй 
бой 
1 Фь (х)} (Е 
ипе заЦе 4е Гопсйопз А сагг6 зотштаре 4апз (0), ог Фововае. 
погибе её [егмёе Чаюз (42), с’ез(-а-@1те гёропдай аах соп@а1опз 


[фе (е) во =0, КН |2») Ч (2) 
©) (2) 
еЁ (ее, ие ропг стааце Гопомоп 7(х) А сагге зомтаЫе 
опа У} = |2) 4, Ес = \ (2) фи( т) ао. (33 
а © 
бииуаи( [е (Шбогёте 4е Зе ой! (уолг |’Аррепа1се`2), 1а зёте 
< 
Ус, (<), (4) 
®=1 
Ой И езё розё 
НЕЕ 176) ф, (2) де, (5) 
@) 


/(2) 6апб ипе Гопомоп А саггб зотлта е, езб сопуегоете еб а 
ромг зотше 1а узмеиг тоуеппе ](т) 4е /(х). 
$1 1а земе 


р. (6% 


В =1 


ЗОВ ГЕ МОХАОХ РО ТУРЕ ЕООВЕВ 32} 


сопуеге, 1а зотте 4е а з6ёме (4), шёше фиапа Па заИе (1) п’ез! 
раз [егтёе, езё 6да]е А 1а уаеиг тшоуеппе 4’ипе сегбалте опсЯоп 
(2) А ‘саггё зотшае. Тез сое! 1слетёз Че 1а збме з0пё 4оппбез 
раг 1а 1огаше (5). 

Га заЦе (1) 4ез {опойопз А саггб зоттае, ог огопайе е! 
поглёе, 6фапф {егтёе ой поп, оп реш, 51 1а з6ме (6) сопуегое, 
ицертег Па з6г1е (4) 1егше & {1егте ап зепз 4ез 1пиёота]ез 4е Не]- 
Ипзег аргёз шарИсайоп раг 1а уейг тоуеппе 2 (т) а’ипе 1опсНоп 
А саггё зоттаЫе, её са 4апз 00% аотазше (А) А тезиге ие оп 
Ише, арраг{епапё & (0). (Уоте 1’Аррепатее 3.) 

Г, ’6 аще 


УХио=- (7) 


её 1а соп@1оп песеззалге её заН1зате 4е 1а {егтейше 4е 1а 
заЦе (1). (Уолт 1’Аррепа1ее 4.) 

ВКетагаце. Г.’6са1146 (12) Ча раг. 2 реш @&те сопзаа6гве 
сотте сопа1оп пбсеззалге её за зап{е ропг дае 1а заце (1) $016 
{егтёе. О’аргёз Чио1, оп реш 4оппег а 1а соп41оп еп даезйоп 
1а 1огше змуаще: ромг але 1а уа]еаг штоуеппе ] (5) „4е поле 
опсйоп ](2) А саггё зотма Ме зо 4еуеоррае еп ппе зёте 
сопуегрете злпуапё ]ез уа]епгз шоуеппез 4ез Гопсйопз {оп4атеп- 
а]ез, И {а16 её П за ие Па уа!еаг шоуеппе 4е Гапце 
гопсмоппее 6 (т, х) 501% 4еуеорра Ме еп ппе 1еПе зёте. 


6. Сопа! ов (Ъ) 


Сопз146гопз 1ез поуаих 4а фуре Еомтег. 

биррозопз фае 1ез сопд1опз (А) её (В) зо1лепь гетрИез ропе 
боле !опсмоп ](х) А сагг6 зоттае 4апз (4). Еп ргепапё ропг 
7 (+) Гапие !опсйоппеПе 5 (®, 1), ® 6ап ип доташе а тезаге 
Пе аррафепаюв а (<), оп фхопуе 

ве = [вв зд | К.К) (0 
(5) (9) 

её, раг сопзёдаепф, 


8 (6) = [оО | СОК 0 
(5) (0) 
Соште К (5, ®) = А (6, 0), оп фтопуе, еп розапф (т) = (9) 
\ (0 = [ Юр) Жеаа =, (3) 
(°) (9) 


с’ез&-А-а1ге, оп оБйетё 1’6аламоп (Ъ). А1з1, 1а сопайлоп (Ъ) ез 
пёсеззалте ропг 1а уайацё 4ез сопа1опз (А) ‘её (В). 
П гезе а Ааётопитег да’еПе езф аизз1 зи Изаще. 
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Ветагаиопз дае 1е гёзаЦар 4е се рагаргарЪе регшеф 4е 4оп- 
пег аи {Т6огёте 4и раг. 2 а {огше злуаще: рог дие 1ез соп@1- 
Нопз (А) её (В) зо1епё уа]аШез рог ф0щ4е !опсйоп }(х) а саггё 
зоттае 4апз (0) ПИ заН аи’еПез 1е зо1епё рошг Гипцё Гопс- 
иоппеПе. 

_ Еп геуепаю а Геса\е (3), оп з’аззаге а1зётептф (уо1г 1’Арреп- 
‚Ч1се 4) ач’еПе а ройг сопзёдиепсе |’6ва11е (2). 

$1 1ез 4ота1ез (т) её (®) п’опё раз 4е рот; шёёмейгз сот- 

шип$, | еп гёзаЦе аче 


| &с Е (< (®, С) = 1% И 2) А За (4) 


(8) (5) 


7. Гешттше 1 


50ой (А) ип аотате а тезите пте ои ттйте арратепат 
а (0). 51 !(х) ей ипе ропейоп а саттё 'зотта Ме аапз (0) е 
&(т, 2) тёропа аих соп4йлоп$ (а) её (5), оп а 


(С Гс, д) (=) ) 4 ) ‘ат = | р (с) 4, (41) 
(*) (4) (А) 
-Гимертае 4и ргепаег тетфте 4е (Т) ауат ип $епз. 
Зо1епф (46), (09) 4ез 4оталтез А шезаге Ите, 15сгз Чапз (4) 
её (0) её Чепдапе уегз (Л) её (0) 10гзаче $ -> со её в-> оо, 1е$ 
4ота1тез (А) её (©) еах-шётез реш-&те. Оёсотрозотз (4) еп 


`4отпа1пез рагйе]з (т), (), ..., (1@©) её сопз14ёгопз Та ТопсНоп 
-У, (59) 5 (=®), ®) т® (2) 
«пи е5$ @са]е а 1а уаеиг тоуеппе 4е 1а {опеИоп 
®=п 
— 21 (т®), 2) т®. (3) 


Еп $’аррпуап(. заг 1а сопа!лоп (а), оп реш ёстге 


ес. в) 8 (1, в) < эн | ВС 2)8 (9, 2) < до — 
(4) (4) 


= | (т, 2) 4% = К (т, 19) © = &(а®, т) <. (4) 
=) 
\)п 1гомуе 
Е=п 
\ К (т, ®) Ф (9) 4® = > (<) . К (т, ©) 8(1°, ®) т® до == 
(8) ыы. 
В=п 
= Х 19) &(с®, <) ® (5) 


К =1 
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2$ 
К =п 
( К (т, ®) Ф, (в) 4® зат Е” В (1) | 2 (19, тд 
(2(6)) (А) (© ()) 
В=п 1=и 
ч ‹ $ $ $ о 
о 7 (©) 1 (®) | ® (3, ЕС, т) "© Фак. (6) 

ЕЕ ЛАЩЕЗ» (9) 


Ог 1е ргеплег тешЬге 4е (6) стой Чцап4 с-> со; оп а 4опс 
4’аргёз 1а сопайоп (Ъ) 


й=п 
Г с 
(оо УроРуша | ео, утрат + 
{. (9) © (4) й к=1 > а) 

Е=п =”. 


+2 У У 7 (29) 12°) то | А? (399) К (<®, у) 19 Эа 
(9(°)) 


К=1 1=1, 1-2 


Е=п 
= Ул(6) | “а (39, у) < дл + 
о (8) 
В =. 1=п 
% \ 5 5 $ & 
+2 ИС) [Рику Ра = 
Е=1 1=1, ВАА ое 
С 
= УР (10) =: (7) 
К =1 


Га1301$ п-> <<; оп 1гоцуе епйп 
К=и 


По ( К (т.о) Фи (© 4» 47 < На У 2 (19) © = 


7—0 7—со БЕТ 


{2(5)); (4) 
ле рат = | Роб) рат [п 4) а. (8) 
(48) (48) (А) 


Еп геуепапф & 1’6ра14е (5) пог$ о епопз 


К =п 
Ит | А (т, ©) Ф, (®) 4% = Нм У, и) ›|* (т, ®) 5 8 (10° ®) ти о = 
и->оо (А) п—оо В=1 (А) 
й=и 
= Нм Хх 1 (25) К (т т) т = | К(т, о) 1 () до. (9)- 
®-—0 (4) 


21у1301$ таииепап( 1е 4ота1те (0) еп 4ота1тез раг@е|$ (т,), 
ла 


Я=т 


к. | ® (т, о) Ф, (в) 4%) "т < | й К (т, 5) Ф, (в) 4% )4т (10) 
1=1 (А) (®@)) (№ 


саг 1а зотше 4апз 1е ргеголег тетЪге 4е (10) \еп4 уегз за пе 
еп сго1ззап& диап оп апиртеме 1е пошге т 4ез дота1тез (т) 
еп 1ез рафареат®. (Уолг 1’Аррепа1се 1.) 
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Р’аргёз (8) 
По $ ( И (ти, ®) Ф» (о) 4)" = 


1-50 |= 
<= Пм | С (с, в) Ф, (6) 4 = | (а (м) 
78 <) ® [5 


Ог, И защ де (9) НЫ. 


и) 
Нш >. Е (тп, 6) Ф, (6) 4%) и = 
1-00 | — й (А) 


к > ( |+ (31, ®) ] (9) 4 т. (12). 


и о) 


Еп {а1запб6 4апз (12) $-> со оп фоцуе, уч |’162а1146 (11), чае 
1=т 


2 ( \ Е (31, ©) / (9) 4)" 5) = \ Р (2) 4о. (13). 
и, Г (А) 
ЕптЙп, еп $аррозап фае т —> со, оп 4гопуе аие 
(3, 5) 1 (9) 4) 41 = | (2) 4о. (14) 
(&(<)) (А) (2) 


Роиг ое Г’1аёса16 (1) И пе гезе да’А Гааге {еп@ге с уегз со 
дапз Г1п6са11е (14). 
Гез га1зоппетеп(з дие поз уепопз 4е (егилиег шоп тет дае: 
1а Гопейоп 
кс, ао = | К (т, 1) 1 (2) до (15) 
(3) 
езф А саггёе зоттае, с а дае 1а сопаилоп (А) е5ё пе. 
сопзбалетсе Чез соп@1отз (а) её (Ъ) её 4ез гезылемот$ ппрозёез 
А К (т, 2) ап аеЪоь 4а раг. 2, у сотриаз 1а заррозилоп чае А (т, х), 
сотте !опсоп Ча ро1тё (5), ез6 А саггё зоттае дапз (40). 


8. Гетте 2 


58 (06) 1еп4 оегз (0) диапа з-— со, опа 


т | [2 (®, у | К (> у) К (®, у) ат |" о: (1 
ИЕ (0(5)) 
Га аетоптэгайой Чи 1етше ез6 пише ае. Еп еНе(, опа 


[29-х букоуж «= 


(2) (25) 


5? (®, м. 6 (®, <) >: \ К (Фу) К(, у) ат) 4: + 


(9) 


т. 
и а а (®, у) 25. 4; (2) 
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`Ч’аибге рагб оп а 


\ м \ (ще | Же (3) 
(=) (“) (в) 
ао оС [корея [ буке 
() (2<5)) на (‹«) (25) 
Ню У (| Су) Фуа = 
ао 1=1(0(5)) 
1=п 
= Ши Е (Ук (34,9) & ) (о, 4 
"9 о) ЗЕЕ 
=Нш ( (у) (у а = | 2 (®, у) 4, (4) 
(о) (©8)) 
51 (51), (<), ..., (») зопё 4ез 4отла1тез рагйе!з {огтапё (5), е! 
зитуап( 1е |етюше 1, 
т ЕС у) РЕ.) 4): < и (5) 
= (25 )) (98)) 


П еп и Че 
[2 («, 0) = *С ов)" < кии ь, 9) 4. (6) 
(2) (26) (25) 
О’аргёз 1а сопаИлоп (Ъ) 1е зесоп@ шетфге 4е (6) 1епа уегз 
26го даапа 5 сс, 4опс 1е ]етше 2 езё Абтотиг6. 


9. Гетште 3 


51 (9) её (5) зотЁ 4ез 4оталтез а тезиге ре арратепащ а (0) 
её К(т, х) гёроп4 аих соп4йлопт$ (а) её (6), оп а 


Ци (ес, ЭС [ в, & ($, =) 4); = К (6, ). (1) 
С (96) 
Еп ее 
|® (8,5) 5 (>) 4: _ о ле Рае а ко ‚2) = (0, в). (2) 
<“) (2) 


Сопз1А6гопз Та НИ 
ГКС, о) ®. к, ( | К (о, =) (< =) =) |= 
(2@)) 
Е К (0, ) [2 5) —| 1 (®, т) А(<, 2) 4 а: |< 


(2) 


<И [#0 д? (6,5) 45. и | [2 ие = ®( т) Ко, =) 4 |4. (3) 


(>) 


Ге ргетолег Тасбеиг ы Чегплег тешЬге 4е Глюесай4е (3) езь 


$2а1 а ит. её 1е зесоп4 Гас{еиг {еп уегз 26го 4’аргёз 1е 1етте 2. 


Оп уой даче 1е 1етте езЁ деётотгб. 
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Ог И гёзаЦе 4а 1етте 1 але 


| | т) А (5, т) ат — [к т) а |" аб = 


(5) (%(8)) 
ее О 
(9) (2—9) 
К (3 У) К (о, У) 4)" 4 < | К? (о, у) ау; (4) 
(2) Ге 9(8)) (8—6 (5)) 


1е зесоп@ тешЪге 4е (4) 1еп уег$ 26го 81 $-— со, 1а юпе оп 
К (®, у) @апь А саггё зоттае 4апз (40); оп У01 аще 1а а1Негепсе 


И ВОС [* («А (Ст В, К (о, т) (51) 41) < 


(4) (>) 
(5) 
<И [вок у [| еобов- [ходкбо в 
(>) (“) (3) (25) 
езё 1иПоттейе рее. О’ой 
(9, ) >. 9( | &© 5) К (о, т) # 4. (6 
(2) 


10. Сопа от (В) 


Ропг ера г сеце соп4 топ ПИ заЙ\ 4е а6тоттег Геза зе 


| кб : ›([* (Ст) 4 Эн ОС | (о, т) К (© 5) 41) (1) 
(2) (8) < 


} 


ропг свадае ГопеНоп }(х) А саггё зоттаЫе. 


№15 ауопз 
1 (о) )} к, 104 )4т = 


и № (о, эк 79% )а=. (2) 


(9(5)) 


Руулзой8 1е Чоташе (0) еп 4отатез ‘раг@е]8 (т,), (т), 


..› (1,). Мойв апгопз 
(®, т [к а 4 = 


(а ) № (5) 
1=и 
== —= 1т К ( (+) ия у ЖИ ) 4: ) = = 
о р т) С.) 
— 
—= 10а о (С м) (©, 1: | ©. (3} 
пс 


(2) 
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Ог ]а АИ! 6гепсе 


о [ соло эм Уфе & 6 
(8) (8) : 
935 шош@ге еп уа]ейг аБзоше ее ОИ 


И ро&у [| [4 ое но Уещьня а 6 


(2) (8) (9) 
Еби91юпз е зесоп4 Гаслеиг 4е (5). Еп аррНаиаюь 1а сопа! оп 
(Ь) ез 1е 1ее 3 оп игоцуе ие зоп саггб ез% бра] а 


КА 14) «— 


(8) (9) 
—2Ун (®, $;) = | 5, <; № Е (С, т) Е (®,т) 4); + 
11 (2) (а) | 
4=® 
+ Умь, т | од + 
о (8) 


$=п = 


+2 Я К( (®, т;) ) (в, п.) учету | Е, т ) 5, т; @ = 


$=1 7=1 1527 (2) 

= кт =п 
== —2Уиц, 7) Эн Хо, =) = — У, ди (6) 
п =1 “= 
саг К(т, ©) = К(ы, т) # 
2 
С есокыь ое) = [вбок ет (7) 
(9) (9) (9) 


зап ]а {огише (2) Фа раг. 6. 
Атз 1а 916еепсе епиге Гехргезз1оп з0з |е з10пе 4е 1а Ншие 


Чапз (3) ез ]’16ота]е 


и 9,941) 6 (8) 


(9) 
пе 4ёраззе раз 


и | ]? (2) до Е У Е? (в, т) т: (9) 


(9) 
её 1а Поие 4е (9) ропг п-> со езё 6са]е & 


И [10% ле 2) 45 и =- | Е? (®, т) ат. (10) 
(2(5)) 


(9) 
Оп уой дае (10) аёраззе 1а уа]епг абзо]ие 4е 1а БИЁ6гепсе 


| + >) (© 4) — |9 (| ЕСС, <) (в, т) 4) 4. (11) 


(8(°)) 
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Ри1заие 1’ехргезз1оп (10) {еп уегз 26го диап в-> оо, оп соп- 
с1аё аие 1’браб (1) езь-гетор. Ог 


Е обо, т) 41 = 80$, в) (2) 
(@) 
оф = [1 Ове, 9% = о) (13) 
о () 
4’ой И вине дие 
(о) — [ивы (86,9764) 5 (14) 
(2) 


се 4и1 6ащ & Абтопёгег. 


11. Еса 6 (С) 
П пе поиз ге\е да’& 46топитег 1’6ва166 (С) Чи рат. 2: 


ие «и № | (с 2) (2) 4%). (0 


(2) (3) 
о Е аи (1) еп 4ота1ез рагйе!з (т,), (13), ..., (ти) 
её сопз146гопз 1ез Гопсйопз 


К (сиь =) Узи» (ть 2) Иль +5. > (ть =) Ут». (2) 
Оп убёг йе дае 1ез сое 1слетуз 
- | (в 2) 1 (2) 4) Е (ть, У) У ть 41 (3) 

(2) (98) ь 


зао апх 6#а16з 


сь = } (ть) И ть. (4) 
Оп реш еп ее заБзещаег & 1’6са1ц6 (3) ’6ба&6 
ск = | ( | * 2 ФЕ 4») (ть, у) У ль ат (5) 
(°) (8) 
еп гетр]асаюё ]а Гопсмоп ](х) раг 1а Гопсмоп Ф(х), 6вае а } (т) 
фаап@ ]е ротпф (5) езь пиббмеиг А (0) её А 26го даап@ И Пи е\ 
ехбтетг. 
Оп уоц чие 1е зесоп4 шешЪге 4е (5) езь 6бвае & 
Ф (ть) У ть = / (ск) У ть (6) 
фаап4 (т^) аррагыепф & (4). 


Ог, еп уегба Ча 1№6огёте Чи раг. 10 её 4е 1а сопайлоп (Ъ) 
оп а 


.=|[| | Е (т, т) } (1) ®— Усйсь и] @т = 
1=1 


($) (2) 


— | (| кс, 2) @) 4%) &— 


(8) (2) 


ео Уа | К(ть у) И т, ( | ® (т, 2) } (+) 4») 4 - 


1=1 (2) (9) 
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1=п 
ох > е | К? (31, у) ат. т, + 
1=1 : 
1=п, й=п 


+2 У Уж [ЕсьувсьутиИчуИн = 
(4) 


Е ) ( о 4) 45 — У. Е 
(©) 
= | Гас, )/(е) 4 )* в Уно (<) г 


т еп гёзаЦе дае затуапе 1е 1етште 41 


У» ) < | о ‚ 2)! (+) 4) ат < [л (2) до. (5; 
и (8) 
Еп раззапё А 1а Пшие даапа п-> оо, опа 


{ле до = мы (т, 2) /(е) ав < | № (2) 4®, (9) 
(>) (5) 


(2(5)) 


е{ дпапа $-— <> оп рагулепЕ & 1’1аесай\е 
и 2) 4% < и (т, 2) / (2) 4 4 < |" (2) 4%, — (10) 
А’ой зи |[’6оа1 6 (1). Г’6вватие 


| | | К (<, 2) / (2) 4 а а | р (2) 4 (11) 
[2 Со) [9 


61ап6 Ч4еётотитее, оп еп 64а запз реше дае ропг ‹спадае ралте 
Че Гопомопз }(5) её Ё (5) А саггё зотша Ме оп а 


| | К (=, 5) 694) ( | (2) 4) ат = [1 Р (2) до. (12) 
< `@ 


П заНИ ропг с@а.Че гетр\асег Чапз (11) (7) раг а] (2) 
-- ВР (2), а её 3 @фапе 4ез сопзбапез. 


15. Теште 4 


5% (5х) е Е(х) зот 4ез юпсйопз а саггё зоттаще 4апз (09), опа 
(2( | (т, 5) (6) 45 = = | (в) ( | (тв) Е (5) 45) 4. (1) 
0 И, В ие © `@) 


Га Ч6тоопзгамоп зшуга 1е шёше га1зоппетете дае сел до 
103 поз зотптез зегу1з Чапз |е саз апа1осие 4и раг. 10, пралз фоще- 


с 9 
ИМЕН, Серия математич., № 3 - 
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{015 еп $’аррауапь зиг 1е5 гёзаМа{з о\епиз еп се рагасгар\е. 
М№ тз ауопз 


| Е (т)( | Е (т, ®) } (®) 4о ат = 


(2) `` @ 
= пт Е ( (© ой (т, ©) {1 (®) 4 ) 4 (2 


©, 31 (1), @3) > я $006 Чез Чота1тез рагМе!5 {огтаиф (‹2(>)). 


| Е(т)( | Е (т, ©) } (®) 4® ) аз = 


(2) (© 
= Ню У Е(ч)( р К (тв о) / (©) ао = 
Ик.) $=1 Иа 
= Ш | /()[| > ® (56) Е (1) т =: | 4 о. (3) 
п—> со ($) 
Фа а1егепсе , 
{ И) [| (<, в) Е (1) 4=— У (т, 5) Е 0: | Чо (4) 
(>) й ть 


пе 4ёраззе раз еп уа]епг аБзоше 1е ргоди 


и [26 УП ри В (пра — УнсьыРС (т; ут 4%. (5) 
(8) 


(2) (“ 


Ге саггб ди зесоп@ {ас4еиг ае (5) езф 6да1 а 


ты тв) Е (т) — 


= 
Е от (<) а в) | (т, в) Е (1) 45 )4® + 
1-1 ) 


и ты (т:) 52| К? ес ®) ао -- 


(5) 1=1 
сай —® 
— я 
НЕ о — | ЕЯ по ХЕ (т) =. | 
т (\) =1 . 


гези Це де 1’ехргезз1оп $03 1е з10пе п Чапз (3) айеге 4 


у () и |} ^ тю) А (1) 4:4 (7), 


(2) 
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4’апе уз|епг 1и16г1епге А 


и \ [2 () до и` Е? (5) 4% — У 2 (1) (8) 


(5) (>) 


её фие за ИшИе рошг п-> со АН!ёге 4е (7) а’ипе уа1ейг 16- 


"1епге А 
у | Р (х) ао | Е (5) 45 — | (х) 4®. (9) 


(--) (©) (@(°)) 


Га Чегилёге диап 46 1еп4апф уегз 76го Чиап@ 5-> со, оп УО 
че 1’65а1146 (1) езф гешр|Це. 


13. Вбзошоп 4е 1’64пайоп (Ъ) 
№ №ш1$ ропуоп$ таё{епаиь гёзопате 1’6даамоп 
(в (а =. (1) 


|) 
5016 Аоппбе ипе заце 


{Ф» (2)} (2) 


4е Г!опсйопз! а’сагг6 зоттае 4апз (4), огтовопа]е, погтёбе еф 
{егиабе Чапз (4), с’ез{-А-Ф1тге гброп4апф апх сопаИлопз 


| $} (2) 4% == 1, | фи (2) 6 ()40=0 (ЕО, (3) 
(2) 2) 
её (ее дие рог 1016 (т) & шезаге Ниле арраепапф & (0) оп а 
Е . 1 
ии =. (4) 
К=1 


О’аргёз 1е Ш6вогёше 4е Зе Ко! оп а 


Е (т, ®) = Уч» (=) Фк (®), (5) 
Ка 
ой й 
®к (т) = \ Е (т, <) Фк (2) а®, (6) 


(9) 
]а зёме (5) 6вапь сопуегаете её 1п\6ртае 1егте & 1егше, ай зепз 
4ез пи бртаез 4е НеШпвег, аргёз шаМарНсайоп раг ]а уа1епг 
поуеппе Е(%) 4’ипе {опсйоп Е(х) а сагге зоттае. 
Г ’аррисамоп ез \Мвогётез Ча рагазтарве ргбоб4епфь тотиге 
1ае 1?’оп а 


(| К (т, 2) фь (2) 45) @т = [+ <)в. = 41 (1)4%=4; (1) 


(2) (8) (\) (4) 
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сеше 6ра1166 зее 46топ!ге чае фи (т) ез! 1а уайеиг шоуеппе 4’ипе 
Гопсйоп А сагтё зоттаЫе Аапз (©) (уст 1’Аррепд1се 1). И зщ 
4опс дез Мбогётез 114146$ фие 


| ебоуаь = [ чае, 
(2) (5) 

| ско) око) аь = (2 (2) (®)4%=0 (&=1. 68) 

(©) (9) ® 


Еп аррИ4иаюб 1е (№вогёте 4е З{еКоЙ а Па ГопеИол 9 (7) оп 
(гомуе 


9 ( у о (9) 


ой 


® — | фь (2) $. (т) 4 = | ф, (у) (| К (т, 2) фь (2) 4% В ат: (10) 
(2) 


(<) (9) 
Зи уапь 1е {6огёте 4и раг. 12 поз ауопз 
ев” 2) ([(с, о) ©) Фи (®) 4ь ) == 


(9) (9) 


= о фь (©) и Е (т, ©) $. (1) ат ) до = 
®) 


Ер шаарНаюй (9) раг $:(т) её еп 1иотапё, оп {гопуе 
| фи (т) 21 (т) 4т = р ыЯ | ф. (т) Фи (т) ат. (42) 
(9) еек 
Г’ицботаНов Че (9) рошг А =Т аргёз 1а шаарНеайой фраг 
+. (т) 4оппе 
[е:(®) $, (<) 4= = рей $. (5) $, (<) а — 2 (13) 
(2) ЧЕ 3) 


1,’6еа1 6 (12) ргеп@ Та {огтме 


) Фь (т) 94 (т) 4т = У с® с® 0 
5% 
её оп у016 дие ы 
г оо 
У ОО ВЕ > в. (15) 
Га шайсе 
М] 
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её 4опс зутееае её ипЦалге её 1е поуаи А (т, ©) а Та Гог.ае 


К (т, ©) о ®) 5 : ) Фа (9). (17) 
Е =1 8=1 
Сотте оп а (уотг 1’Аррепатее 5) 
Уя®=Х( У) = УН®--т, = (8) 
1а заце и. ЕР р 
1» (+), (19) 


(ий езё, сотше попз уепопз 4е 1е Ч6топ(гег, ог Фозопа!е её пот- 
тебе, езё {егтбе. 
В6стргодиетеп(, $1 1а тайлсе (16) езЁ ипЦалге, 1а з6е 


Ул ©), (20) 
И 


ой ©» (т) 5000 4оппбез раг 1ез соа(6з (9), а рог зотште пи поуаи 
Че Коптег. 

Еп 6Мер 1а зотште 4е Па зёме (9) езё 6оа!е (уолг 1’Аррепа1се 3) 
А 1а уме тоуеппе а’апе Топсйоп А саггё зоттае Чапз (0) е! 
1а збг1ле (9) езё ти(богаф!е {егте & 1егше аргёз ши арИсаЙоп раг 
1а уа!епг тоуепие 4’апе опсмоп а саггб зоттаШе. О’ой 


| и (т) (т) ат = №09 | $, (® (тат = 
(5) Аи © 


< 


У с | в 6. ()) 5, (т) 4т = 
© 


о (21) 


о | еп гбзаЦе де 1а заЦе (19) езё огтозопа!е её погтбе. 15’6ва- 
146 (18) ргопуе ди’еПе езё {егиве. 

Та зотше 4ез сагеёз Чез соеН1с1етиз Че (20) 6йапё Ъогибе ротг (т) 
хе, оп еп сопс!аё аие Па зошие 4е Па збме (20) езё 6ва]е а ]а 
уа]епг тшоуеппе А (т, ®) 4’апе Топсйоп К(т, 2) а сагге зоттаЫе. 
Га зёме (20) решь & те 1пёбатбе 1егше А 1егте аргёз шаарИсайов 
раг 1а уа!епг тоуеппе Чите ТопсИоп & сагге зоттае. 

Р’ой 


\ К (т, ®) Ф, (0) о) == Уз + ( 9% ‚ (©) к (©) 4% = ©; (т). (22) 


(0 (2) 
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Еп ши арПап Па з6ме (20) _ К (т, ®) оп топуе 


(ес, ) Ча = |» 2 (т, 2) ао = У (<) | К (1,5) 4 (в) ао 


(0) (8) ЕЕ (5) 
й 1 
= %№#(@®)=-. (23) 
Е=1 


Га фопсойоп А (т, 5) убгШе 4опс 1’6алаймоп (1). 
Г. ’6ва1146 (9) 4оппе 


| фк (т) $. (1) ат = с =с®. (24) 
(©) 
Га заЦе (19) вап {егшёе, оп а 


- = © Ф: (©). (25) 


№15 ауопз раг сопзвалетё еп сВапоеаю 4’аргёз 1а гетагаие 
Че 1’Аррепа1се 5 1’ог4ге 4е зотта®йоп 


со 


Е (т, ®) = У ‚ (т) Фк (® (<) 2 (Са 6 $: («)) == 
К 


1 
5 > фз (6) [5% с Эк (:)) = $ фз (6) вх и Фк (7) )= = 
К $==1 


&=1 
= УХ 9, (®) $» (1) = К(о, 7). (26) 


Ге поуач Ё(т, ®) езё. 4опс зутвичаче. Сейе Топейоп езё а уа- 
глайоп Богобе Чапз {06 Ч4отлалте & тезаге Ише, тибететг & (40), 
(т) 6ашё Пхе, рагсе аа’еПе езЁ 1а уепг шоуеппе 4’ипе {оп оп 
А саггб зоттаЫе. Га зушбйче 4е К (т, ©) аззаге адае ропг (®) Пхе 
ее езё А уамамоп Богпбе соште {опсоп 4е (т) Чапз $005 40- 
тате а шезиге Пе сошепи дапз (42). 
А1тз1, оп реш а тгтег дие 1а !огие (20) 4оппе 1003 1ез 
поуаих 4е Копглег её 4е 1еПе Гасоп Чиа’А Чех тат1сез апцалгез 
1 6гет{ез; И соггезроп4 {0щ]оигз 4еах поуаих АН 6геп{$; 1а заЦе (2) 
6фапё 4оппбе, 1’6да1146 
со со 
№ = У 9 (т): 27 
21 Фк (5) фк (®) = 2.фк (т) $» (®) (27) 
В =1 &=1 

п’е36 розз1 Ме фае $1 ройг А аче]сопаче оп аи, 


$ (т -У ых г 2” фь (т), (28) 


ой 
с =”, (29) 
рагсе диае 1а заце (2) езф заррозее {егиаёе. 
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$2 


14. Зиг 1е$ зи Кез 1егтбе$ 


5016 Чопоее ипе заце 4е Гопсмопз а саггё зоттаЫе 


14» (2), (9 
огозопа]!е, погшёе её {егшёе. 5016 4оппёе ипе шайчсе ипцалге 
|1 ||. (2) 


Гогтопз ]ез опсИопз тоуеппез 


т) = УХ, (<) т (3) 
А 


СрВадие $. (т) езё 1а умег тшоуеппе 4’ипе ГопсИоп 9:(х) А саггё 
зоттае. Га заЦе 
{ 9» (=) } (4) 
е56 огВобопайе, погтёе её Гегтеёе. 
Еп еНе, ИП гбзаЦе 4е [’Аррепа1се 3, еф 4ез ргорг1е6з 4ез 
та@1сез ипалгез диае 


узо Ха [ват = 


(9) Е=1 (2) 

(©. 
А (Е “ | 

== ‚с. (Ха (0 | фи (т) фи (т =) ат) — 
в= 11 (5) 
со 
<) ь , 

бер +0; 4, 50. (5) 


Га заЦе (5) ез т ог(Воропа|е её погтёе. О’алите рагё 


Уе: < -У( с, ( 9) = Уи (6) 


$=1 № =1 
1а зице (5) езё 4опс па, 
Вёс1лргодаетеп(, заррозопз Чоппёе ипе заЦе агБигалге огёТо- 


зопа|е, поглаёе её {егтёе (4) 4е Гопсйопз А саггё зоттаШе. 
Га зиЦе (41) &апё !егшёе, Гоа! её (3) ез6 уёгИ ве, с вап 


{ез сое слет; 4е Еомтег 
= [9+ (=) фи (<) ат. (1) 
(9) 
Сошше оп а 


| ебу) ат=0 И (8) 
(9) 


оп 1гоцуе, еп ге!алзапь 1ез са|сз (5), дие 1ез соеЁ1слет(з с®) уё- 
Пепф 1ез сопаИлопз (5). 


Га зиИе (4) 64апё {егтёе, оп ‘томуе, уи 1’6вайёё (7): 


6 (3) = Же, (5), (9) 


&=1 
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се 41 топ(ге аче 1е5 65а1116$ 
м 0) — ее ;: 
Ус (и ОА. По =} (5’) 


зоп6 уёг16ез, а ое (1) в6бапё огФодопа]е её погмее. 
Опе заЦе, огПоопа]е, погтёе еф {егшёе Чапз (42), 4е 1опсйопз 
& сагг6 зомта е @ап® Чопоёе, (1’6еа]е (3) Чоппе фющез 1ез 
за ез апа1оиез, с” 6бапё 1ез 61ётет{з 4’ипе шай1се ипЦалте. 
Га заЦе (1) огпосопа]е, погтёе еф {егтпёе Чапз (0) 6апф сБо1- 
зле, ргепопз ипе за Це (4) 4е шёше пафиге еф сопз146гопз 1а {011101 


%) 1 
К (5, 6) = Ур (1) фи (о). (10) 
Е=1 
Га {опейоп А(т, ®) езЁ 1а уз|еаг шоуеппе 4’ипе !опсмоп К (т, 5} 
& сагг6 зоттае. Оп 46топ\ге запз рее фе рог 1юще Гопсйоп 
1(х) & саггё зотта е оп а 


1(в) = [ (во) (| &(т, 9/6); а (11) 

и (9) © 
(т) = | (т, в) (ЕС, в) 745) 4. (12) 

Еп еМеь, 31 ы — 
/ (в) = У фи (). (13) 


её 
ой (1, ®) м! вы О} 4) т = > ф: (®) < У ал Ок (-)) йт = 


= Хо) (Уч [ в) (94) = Хаф() = 18). (45) 


Еп рагап( 4а Чвуе!орретепь 


/(®) = Увы чл (о) (16) 


оп Ч6топ(ге 4е 1а бе шаптёге 1’6оа|ё (12). 

Оп решё 6 топитег че 1а Гогте (11) 4оппе 10$ 1ез поуаих 
}0155ап 4е 1а доме ргоргаё!е (14) её (12). Заррозоп$ де 1е 
поуаи (т, ®) езб 1е1 ие ромг 1още Топсйоп }(х) А саггё зот- 
мае Чалз (2) забз1з {еп 1ез ваз (11) её (12). Еп роза 

1 (2) =81000, %). (17) 
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ой (9) езф ип 4оташе агЬИгате А тезиге Миле соп{епа 4апз (2) 
оп у1епё айх 6са11465 


|* (т, 6) К (5,0) 41 =8(6, о), 


(9 


Е (т, о) К (9, ®) 4% = 2 (0, 5). 
(=) 
Еп розапё 4апз (18) (0) = (‹) её (6) = (т), оп уой аие 1е поуаи 
Е (7, ©) уегШе 1ез 4еах 6длаНопз 


| К? (т, ®) ат = в К? (т, ©) 4® = — - (19) 


($) (°) 

Еп рагапь Ча зуз\ше 4ез бачамопз (19) оп абтопие Та 
ргорозИ1оп еп герго41заптф 1ез га1зоппетеп(з етр1оубз Чапз 1ез 
раг. 7—13. Еп еНеф, 1ез 6ра!6ёз (18) топ\тепь але рочг 4еих 40- 
татпез (т) её (‹®) запз ро1п{$ 1и16т1еигз сошииаиз оп а 


| ес. в) (С, 7) =0, | ес О, 0% =0. (20) 
©) (8) 
Сез сопа\лотз 4’огВобопаП (6 регтеМепё 4’аспеуег Па А6топ- 
${гайоп 4 1етште 1 запз заррозег дае А (т, ©) езЁ зутётаме. 


АРРЕМОТСЕ 
1. Заг 1е5 шёота!ез 4е НеШиеег 


№105 аПопз 46топ(тгег 1ез \Т6огётез 6попсёз Чапз 1е раг. 3. 
П еп заЙЦ 4е з’аззигег дие ропг фюще ГТопейоп /(х) А саггб зот- 
таБе Чапз (42) оп а 
веде [вое [ров [ре 0 
к) ны (2) (9) 
ой (0) езф ип доташе а шезиге шие аррагепапё а (9). Еп 
е{еф, 1’аррПсайоп 4ез 6са]ёз (1) а Па Топсйоп 1(2) -- Е (2) соп- 
41 пише 1а{етеп аих 60а11(6з 4и {богёте. 
Зо 
(т,), (т), ей (т„) (2) 
ипе а6сотроз1 оп 4а дотате (0) еп Чотатез рагйе|з. 
г фоще ГопсМоп /(2) А саггё зопта е оп а 
ты ®=т . 
( (= р и }2 (ль) ть < > и $) 4%. = [л (ао. (3э) 
ЕО 


и= > а 1 (25) 


О’аи(ке рагё, 1а Ишие 4е 
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{01 ех131е ргездие рагфоь, езё ёра]е “4 ]{(2) Чиап4 (6%), 66апё аМасЬе 
ай ро1пй (2), 4еп4 сопуепа ешщепь уегз 76го. Еп аёЙи1ззап% 1а 1от 4е 
уагавоп 4е (5), П заНИ 4’епу1лзарег 1ез имегуаПез (1), ауап® 
ропг сетиге 1е ро1пё (5), Фот 1ез аггёфез феп4епё уегз 26го, её 4е 
заррозег дие, 1е доталте (®) @апф 4апз Г’1угейг 4е (1), 1ез ше- 
зигез ® её ф 4ез дота1тез (®) её (1) репдапф 1епг уагамоп уег- 
Петь 1’ тёрайие: 

[02 — 

= А, (5) 


ой а её ип пошрге Че егилиё тиететг а Гапице. 
П еп гёзаМе дфае ргездае рагфотф ]1а ИшИе 4е 


(а) р ) (6) 


в (=) = 
(>) 
е3 @са1е & Гипце. 


бой (А) Гепзет Ме 4е ро1п{фз ротг 1ездае]!з 1а Пшие 4е (6) 
ез$ 6брае & 1’ипиё. Сошше 1а тезаге 4е 1а Ёгопиёге 4е (0®) езё 
поПе, оп реш зиррозег дае 1’епзете (А) езф сощепиа дапз (06). 
А сТадае рол (2) де ’епзет Ме (А) соггезроп@ ипе заЦе 4ез 4о- 
па1пез 


т а НВ. (7) 
аМасВ6з аа ро1пф (5), {е1з фае 
тт (2) 
т (2) Ри (8) 
и @е а ауапё 1а злет1Исайовт а е с1-4еззиз, её ропг 1езааез 
1’1п6ра1 146 
о 4)" >8 [ (2) 4 (9) 
(5т) 


а Пеи, 1е пошЬге в вап агЬИталге. №ез ро1пёз 4е (А) вап 
Чез ро1и{з 1итлеигз 4е (4), оп реш заррозег але 1ез ицегуаПез 
и (7), е раг заЦе 1ез доташез (7), аррагеппет® & (0). 

О’аргёз 1е \Ввогёше 4е Уцай 5 оп реш сВо1з1т рагшт 1ез 40- 
ша1пез (7) 4ез 4оталтез. 


= 1т,(2) (@=1,2,..., т), (10) 
аМасвёз амх ро1пёз (21), (1.),..., (т) 4е Г’епзетЫе (А), её 45 
ие, 51 

8 = (11) (5)... - (т) (11) 


а ее й 


* Ропг.1а 46 топзгаюоп 464аШве ае себе ргороз!Иоп уст топ пабто1ге: 
«Зиг 1ез 146рта1ез 4е БИеЦ]ез её 1еигз аррИсаМопз аах ргоЪ1ётез {опдашеп- 
{дих 4е 1а рвучаче таВ6таИчаие», Тгауаих 4е 1’ рвузсо-ша6та- 
Чаие В4еК]о1, 1, 1932, рарез 30—45. 


5 Уог С. СагафВео4огу, Уотезипоеп @Ъег геее Кипкиоцев, 4918 
5. 288). 
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опа 
т*+Аб > 3т*А, т\А— 45) < (1—9) т*А (12) 


ой т* а6зшпе 1а шезиге ехё6теиге. 

51 Чапз (2) п езф за заттепе огапа, ]а тезиге 101а]е 4е сеих 
Чез аота1тез (2) Чи! оп 4ез роз сошшиаюз ауес 1ез гопёгез 
Чез Чотаттез (10), пе 4ераззе раз ип пот ге { аизз1 Грей ай’оп 
1е уешй. | 

Ветагацопз дае ]а зотште 


и 
оо Р (ть) сь (13) 


<гой, фиап4 оп апстеп(е 1е пошЬге 4ез 4отоа1пез (2) еп 1ез 46- 
сотрозап®. Еп еНеё 


Пары — Вась) И о >0. (14) 
О6з1епопз раг (7’’) ип аоташе (2) ауапё ип ро сотиап ауес 
]а Ггораеге 4’ао 4ез аоталпез (10); сейме {топиёге 1е Ч1у1зе еп 
. ий „’ ‹ „’ . а 
Чеих рагШез: (т) её (т›). Заррозопз аие (т,') езф 1и16г1епг аи 40- 
таше т; еп фаезЯоп; золепе 


т (15) 


тезресмуетепе ]ез зоттез 4ез 4отатпез (2), зЦиёз & Гиибмеиг 
4ез 4оталтез (10), 4ез Ч4оталтез (т’’) её 4ез 4отлалпез (2) п’ауап 
раз и ра соттипз ауес 1ез Аоталпез (10). Оп а 


Улс те У (++ Ут”) У" Яиль ° (46) 


Ь=1 
У» ко У (с Е) те. (17) 
В 
Ог, $1 { езЁ аззех решё, оп а 
Увек У | Рф < 18 
} 1 1 5 728 <) 3: ( ) 
(1) 
-е5 аотаттез (10) 6{апё сВо131з рагшт 1ез Чотатез (7), оп а 
К=т 
3% Р@) [и (2) ао)" = 
и) Ср 
#=т 
% а 5 6 
= Упр < Улаиь-+ УП) 
А=1 
=" 


= Уи — УВ (5) "Хи + 


-- Ул( а Ув ук 8 (19) 


2—4 
АТ 
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и аи спо1х 4е $, опа 


У \ Р? (х ах {ло 2) ао 


= | [2 (т) 4 — | [ (2) ао 


ее =1 (=” й Е 1 (3 В) (2(5)) 
_ Ре А. (2) 4 |<, (20} 
(ЗА) (А) 


саг 1а тезиге 4е |’епзете (4—5) езё аазз! рей аце Гоп уе, 

51 $ е36 аззе2 У01з1и 4е 1’цпиё, её ргезаае №оз 1е5 ро1п{з 4е (5) 

аррагмеппепе & (4), 4е шёше адае %01з 1ез ро1п{з де (5) а (96°). 
И гбзаЦе Ае 1юё сес1 де ’оп`а 


в —1 


в [ль У Ре бое < У (ть 9=-& (24) 


(9) о р 


с’езт-А-@1те, але 


#=п 


(—2) Ре у — 2 < УЛ (< [ 2) 4 (22) 
©()) м (9) 
еп ргепапё $ аззех огап@ ропг фа’оп а16 
1—=9э<= 1-3. (23) 
П еп гёзаЦе дае а зотше (3) а ппе ПшИе, дпава п-> с её аие 
| рат = | Ра). (24) 
(95) (25) 
гп зиррозатё дае (©) {еп уегз (9), оп шопуе 
т {ба — |7) ат = [Ра 4, (25) 
(2) (2) (2) 
саг опа 
до = Нм } Я (2) ао = Ив [| 22) 4% (26; 
(@) ` (©) (8(5)) 


ой 1, (5х) =/1(2) а Гимемеиг 4е (0©), её 1, (2) =0 раю аШеие: 
[2 (2) сголззать 4е 1асоп тлопо{опе длап@ $ -> ©. 
51 Ф (т) езф а уа\еаг тоуеппе 4е . (х) |, оп У016 чае 
ба ра ме (г) 24° = | Ф2 (т) ат. (27) 
(2) (2) () 
П езф ГасЦе 4е аетоп(тег дфае, 51 /(2) ез® апе ГопсНоп зотмта- 
Ые, Ф(т) езё Па уамайоп 4е /(т) Дапз (1); с’ез{-а-@1ге 1а Ъогпе 
зарегеиге 4ез зотлтез ре 


И о м (28) 


(31), (15),..., (ти) Тогтапё ипе Абсотароз! от дчесопаае Ам 40- 
шаше (т) еп дотаттез раге]5. 
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Еп`еНец, 1а в (28) езф ву14еттепЕ 16 1епге & 


У (ие р. (аъ. (29) 
—1 (=, 
Р’ац(те раг(, 1а Птие 4е 
те (30) 
е5& ргёзцие рагоцё еса!е а Гипце, Чиапа (т) 1еп4 уегз 26го соп- 
уепа ]етеп зи1уапф Па гёс]е 4ёсгие с1-Чеззиз. 
51 (4) езё ип епзете 4е ро1т($, 1п(6г1етгз & (т), ропг`1езаие\$ 
1а ИшЦе 4е (30) езё 6са]е & Гапиё, а|0огз А сВадие ротиф (5) 4е (А) 
соггезроп@ ипе заЦе 4е 4оталтез (7), арраг(епаиё & (т), 1е1$ дче 
Г1пёзай(е (8) а Пеи её дфае 4е р1аз |’1тёсай(е 


| | 1 (2) 4®| > 3. | |1 (2) | ао (31) 
(54) (5^) 
ез6 уёг! ее, 1е потЬге 9 <1 вапЕ агЬЕгааге. 

Оп рецё 4опс сво1з1г 4’аргёз 1е ф6вогёте 4е УцаП рагшт 1ез 
Чоталтез (7) ип сера пошЬге 4е Чотатшез (10), аМасВёз аих 
Чтуегз ро1пёз 4е [’епзете (2), 1е1з диае Па зотше (11) убгае Тез 
1тбраП(6з (12), сеще 1013 1а тезаге 4е (А) пе 4ераззат( раз (т). 

П еп гёзаЦе, ргетшлёгетел(, фае 


№ | 17 (2). 4 — | 7 (>) ао | = | 17 ( 12) И (т ) | а. о (32) 
В = у 
(:;) (=) 


(ЗА) (А) 


$1 $ езё аззей у0151т ае Гипи6 е(, Чепхлететеп!, аие 


У [иф< У [1 = УИС я= УИ, 89 
о АА и у = 


(5) (=/) 
Гепзет Ме 4е Чотаттез (7=;’) Гогтап! апе 41у1510п ае (т) еп ао- 
ша1тез раг{1е1$ {епап( (0$ 1ез Чоташтез (10). 

Гез 1песа1 (6; (32) е! (33) соп4илзепЕ э Г1лабза1ще 

$ [172 Чо НСО (3^) 
я 
Чат топе чае 1а Богие зарёглеицге 4ез зотлез (28) пе речЕЁ @& ге 
телеге & (29), се аа’И ТаПа\ Аетопигег. 

Оп реп! Аётоп(гег тати(епапЕ 1е ШФ6огёте 6попсё а 1а Пт 4и 
раг. 3. №оиз 1е Аетоп(гегойз еп Пи 4оппапЕ ипе {огше раз э6иб- 
га!е её раз сотто4е ротг 1ез аррИсайоптз 4ие помз ауопз еп уие. 

биррозопт$ дае роиг (0 (06)) А тезаге йпле, соп(епиа Фапз (12) 
её рог п’ипрог(е даеПе Чёсотроз1оп 4е (0) еп 4отаез раг- 
$168 (75), (Зы: (2). 163 зомиех 
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501% ип Иогиаётепь Богпёез раг ипе сопзаще К, / (т) ефапф ипе {опс- 
Иой шоуеппе адалуе её & уа1аНоп Богпёе 4апз 106 4отатте (0). 
Папз се саз /(т) ез6 1а уа\епг тоуеппе 4’ипе Топсйоп 1(2) а 
саггё зоттае 4апз (42). №е Шёогёте езё @у14еттептф за 5{а1 
огзаце 1?1016рга]е 
\ 1? (<) а- (36) 
(2) 
а ип зепз е[, шуегзетеюи, 1]е 1Иёогёте @ап( ехас(, 1’иесгае (36) 
ех131е сегфаттетепьЕ. 

Ветагаиотз фае 51 1’оп 91у1зе 1ез 4оталпез 413] 01$ (т), (т’), 
{7'’’),... еп рогМопв (11), (12),..., (1т) её з1 Гоп 1опуе, еп {огташф 
1ез зоттез (35), 4ез Богпез зарёететгез К., К.., К.”,..., оп а 
су1деттепф 


Е ль (37) 


0113015 1е доташе (т) еп 4ота1те$ рагйе]з (т,),..., (1). Оп а 


1=% 1=п 


Уд Хуст И < 
=1 


ОИ 


< й Ея и за-И КИ. (38) 


1=1 


Оп еп сопе1аё але. 


Ф(`) ИК: Ит<УК.Ут, (39) 


Ф (-) вап 1а уамайоп шоуеппе 4е /(т). Сошше, 1 т езё 1и{6- 
гтеиг а ип пошфге 4опиё (, 1а уамайоп 1ю1ае Ф (т)т езф 4’аргёз 
(39) и{6тепге А пп пошЪте 4оппе =, /(т) езф аБзоГатепф сопйпае 
её раг заЦе /(т) езё 6оа]е А 1а уа!епг тоуеппе 4’апе !опсНоп 
зоттаЫе } (2) 8. 

П гее а 4етоп\тег дае 1а Гопсйоп’ 1(х) ез® А саггё зоттаЫе. 

Ог, 51 [и (2) езЁ6 ввайе & |1(х)! даапа |1(х)| пе Аёраззе раз п е 
А п Чтапа сейа п’а раз Пе еб 51 Ф, (т) езё 1а узметг тоуеппе 4е 
Г (2) |, опа 


[Плед ваь = | фо =но УФ < ХКь < Ки» (40) 
(8)) 


[1 (95) 
саг зитуапь 1’1п6са1146е (39) 


ЕН | и * 
Фи (31) <И К, ле (41) 
*. 


$ Уот топ тетойте (расе 2%) сце аапз 1а побе 4. 
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Оп а 40пс раг сопзёдаеть 
хода <К; (2) 
(2), 
1е ргешлег плетрге де (42) сопуегое $1 и-> со, её оп а 
| Р (1) 4% < К; (43) 
(99) 


Ччлап@ $-> со, |е ргеплег шешЪге 4е (43) сгой& 4е !асоп шопофопе, 
её 11 сопуегре 4е шёште; оп 1гомуе 


ВХ (2) в4о — [^ (2) 4% <К. (44) 


(>) (9) 


2. е Мбогете 4е $&еК1ой 


$501 4опибе ипе заЦе 
14% (2)} (1) 
огТоропа]е, погиабе её {егтбе. 4апз (0). 
Саг4опз 1а пофайоп 4и раг. 4. №8 розопз, /(2) 66ап& а саггё 
зоттар]е Чапз (9), 


Е=п 
1(=) = Усь фь (2) + В» (2); (2) 
=1 
оп а и 
7 (т) > вы фк (У). (3) 
=1 
Ма1з 
В =" ь 
| В» (т) ТЕ ‚| т (12) 72; Сь фа (2) ) ао 
ЕЕ = У (=) ) "аут — 
ЕП. 
а (ле )4&— \я&—>0 яп ©. (4} 
(2) и 
О’ой 
В=п со 
1 (т) = Им Хх ск Фь (т =» ск Фи (т). (5) 
а Е=1 


$1 Р(т) езё 1а уа]еаг шоуеппе 4’ипе !опсИоп а саггё зотта е, 
оп рей ш6ргег ]а зёг1е (5) {егше А 1егше 4апз 1е зепз 4ез и\6- 
сга]ез 4е НеШрег аргёз шиЙарНсайоп раг К (т). Еп еНеф, з01 
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(^) ип Чоташе сомепа 4апз (0) оц буешяеПететь 1е дотапе 
(2) 1 шёюте. А10гз 


| окС) = | (2) Е мат = Зы [ес т) Фь ($) 4% 
(2) (4) &=1 


т г Е (<) В» (т) ат. (6) 
(4) 


| Е (=). В, (<) 4 | —- и | Е) “у / | В: (5) 41 < 
? (А) 


(А) (А) 


< И {® ба НИЕ (1) 
‹А) (5) 


ой И гёзаЦе фиае 1е фегте сотр16ллепбалге 4е (6) 1еп4 уетз 26го, 
1а заце (1) 64апё {егиёе. 


Ма1з 


3. СбибтаНзаНот @ез Тботёиез ае З4еКой 


баррозопз дфае 1а заЦе 
{$ (2) (1) 
Че Гопемопз фк (5х) а сагтб зотта е 4апз- (0) езё огПозопае еф 
погиз6е, 6фапё {егтбе ой поп, её епу1засеотз 1а з6те 


У» фь (6), (2) 
Е =1 
Чат [адаеШе 1ез сое слет: с, з0п6 {е]з дие 1а зёме 
ска = С (3) 
1 


ез( соп\егоен(е. 
№ шт5 аетоп(тгегоп$ 4ие 1а зотше 4е а зёме (2) ез{ 1а уеиг 
шоуеппе 4’апе ГопсМой А саггё зотта е 4апз (<). 

Рез1опопз раг г» (9) 1е гез{е 4е 1а з6ге (2). М№оцз аетоп\тегопз 
{016 Ч4’аБогА че т» (®) езф Та уайепг тоуеппе 4’ипе Гопсйоп зот- 
ша е. 

бои, (д) ип Ч4оташе А шезиге Ниле соп(епи 4апз (42); аёсот- 
роз0п$ 1е еп 4оталтез рагйе]$ (т), (52), 


., (т) её сопз1Аёгопз 
|а Гопейоп 


Ус и. (4) 


ой 1]; 3006 4ез сопзбатез, {еез де |^/. | = 1; 1е5 сое 1еслетз 4е. Еоп- 
глег Че сее ГТопсмоп зопЁ 
$=т $=т 


‚= [См (т 2) <, ) $» (2) ) Чо —= У -ефитедть (5) 


8=1: 
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«е‹ опа 
со д > А . з к. р р сы, - 
х а (У 6 (т,, 2) т ) ГО] <] СУмтьаут,) о 


(2) 
Ге 1егте сотр!6тепа1ге р» Че 1а зёме 


со 


Хе» (7) 


1 
ше Аёраззе 4опс раз 


[2+ < ИХ 2 У, а < из Ул 5 (8) 


О’ацге рагё, уи 1’6са1116 (5), поиз ауопз 


к = У» (У \з Фь (тьдть == Ух ( Ул фи (73) ть) = 
в=п '$=1 $=1 


В=п 


== Ут (2) т. . (9) 
$=1 
Еп ©8015315запё роцг ^); 1а узйепг 
г = | 
о т , (10) 


100$ фгоцуоп$ 
5$5=3т 72 
Ус! +</ Уаз, (11) 
$=1 р 


се 401 шоште аие 1а уамайоп 4е г» (т) дапз (А) пе 4ёраззе раз 
1а уа!ег 4и зесоп@ тетрге 4е (11) её дае чие] дие 301% =, оп рей 
1а гепаге 10{6г1еиге А Е шаёрепдаттептф 4е п её 4е 1а зИлайоп 
«ди дота1те (4), $1 1а шезиге 4е (4) пе аёраззе раз ип потаЪге 
Я хе 1. 

Се]а ргомуе дие т, (т) езф ропг 10% и аБзо]атеп& соп пи; & саизе 
„Че се]а г» (%) е5% 1а уа]еиг тоуеппе 4’ипе Гопсоп зоттае дапз 
$00 Чотазше (0()) & 4епдие Не сопепа Чапз (0). 

Га зоште 4е ]а зёгле (2) езф раг заЦе ]а уз{епг шоуеппе 4’ипе 
ЧопсЯоп зоттаЪ]е; 46з12поп$ сейе {опсйоп раг 8 (2). 

П геве а детопитег дие #(5) езф & саггё зотта е 4апз (40). 

бой (0)) ип доталте сопепи дапз (0); 91у1зотз ]е еп дота1- 


пез рагые!з (в;), (%›), ..., (9т). Опа 
Уроды = У (У 9) в. (12) 
$=1 ВЕ К = 1 


ИМЕН, Серия математич., № 3 В 


3^6 М. СОМТНЕВ 


Ма1з 


< "< фь ( («) ао = уа< < Уя й (13) 


Оп еп сопс1аб чае ротг 1016 (6)) еф рошг чпе а6сотроз! оп 
фае]сопаце 4е (0®) еп 4ота1тез раг@е]з, оп а 


1=т 


=" 9;) 9 © У«- = (14) 


4’ой 1 гёзаЦе 4’аргёз 1е Чегилег Шбогёте .4е ’Арреп41се 1, де 
2 (1) ез% а саггё зоттае 4апз (0). 

Еп з’арриуатб зиг 1`1п6са1 (6 (11) 11 езё а1з6 4е аётаопгег ди’оп 
реиф 1пиёстег а з6ме (2) 1егте А {егште ей зепз 4ез 1иёсга]ез 4е 
НеЙ1тег аргёз ’ауолг шарИбе раг а уа]епг шоуеппе /(т) 4’ипе 
опсиоп ](2) А саггё зоттае 4апз (0). 

Еп еНеё, Ги 6огае 


\ гл (©) 4о (15) 
(2) 
езё Богпбе 1п46реп4аттепт 4и сво1х 4е п. Опа 
^ #—п 
Гы (©) 4® = ([&) — с Ск Фь в 4о = 
3 ® = 
| эвы-2 у [ «(9 р | Ус» (=) 4. (16) 
(°) а: а 
\Га1з 
Ви о = З 
РН 5 
А=1 (9) 


< ИСУ [ва ес г) 4%, (17° 
(9) 


]е саггб 4а зесоп@ шешЬге.4е (12) 64апё 6са| А 1А зошше 4ез саг- 
гбз 4ез сое слеп: 4е ЕКопмег. Опа 40опс роцг п аие]сопае 


и в) 4% < (И [го 4 фУ о (18) 
8 


5016 (0®) ип доташе 1епдап уегз (2) Чпап4 $-> со; 461епопз. 
раг (^‘?) 1е доташе (0 — 9‘). Опа 


тп (®) 1 (© 34 = | | ти (т) 1 (1) ао 


(43) '(®) 


= 
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и | =: (2) 4 У | 2 (2) 45 < 


(48) (48 


) 
к у. ет ® 4% У | } (2) 4% < УК и. ла (2) до. (19) 


(2) (4) (48) 


Ог, 1а 1опсМоп (2) 6апь А саггё зоштаЫе, 1а ИшИе Ча сагеб 
Чи зесоп@ Тасйейг Чапз (19) езь 6оа]е А 26го фаап@ $ со её, 
дие] дае 3016 =, оп а рошг $ аззет отапа 


—[, ©) 6) & |< 3 (20) 
(8) | 

171160а11466 6{апё 1п4ёрепдап{е 4и сВо1х 4е п. 
$1 Па Топсмоп (5) гезе Богпёе Ч4апз (0%) её пе @6раззе раз 
еп уаемг арзо]ае 1е пошЬге М, ’1пёса!16 (11) сопда & Г1тё- 
а1116 


|| ныо4 < м | вм И Унуо" 00°; (21) 
(2(3)) (2‘5)) 
А, (%) езё а уагайоп тоуеппе 4е г, (5), се Чат тотиге фае, 51 
п 4ёраззе ип пошфге М, оп а 
| | гв (6) } (5) а <= (22) 
| > 
{ой рог п > № 
лы Г» (©) / (®) ) 45. = й Ги (6) / (©) 4% -- +} ‚ (©) / (®) ао <=. (23) 
©) (98?) (А 8)) 
биррозоп$ тапцепапь дие /(2) п’езё раз Богпёе 4апз (0). 
Резептопз раг (Еш) Гепзем Ме 4е ро1п{з 4е (03) ромг 1ездае]5 
|7 (2) [> т. (24) 
Га Топемоп |/(2)| 61ап зотта е 4апз (0‘°), 1а шезаге 4е (Ет) 
{еп уегз 26го даап@ т-> со. И еп гёзаЦе фае 1а Ишие 4е 
и) ва (25) 
(Е) 
езв те а 26го, даапа т-> со. Сотше оп а 


| [лье (2) до и ло И © ро ме 


(Ет) (Ет) 
<У № (ав У/ ] РУ УК У Гло. й 2(2)4%, (56) 
(Ет) (Ет) 


51 Ш е3% аззех огапа, 1е ргешлег тешЪге 4е (26) пе 46раззе раз 
= дие! че 301 ю. Оп а епт 


|= ледаь | <т_ [| льду < т? Др аь = 


@®-Е„) (2-Е „) (“°) 
3 * 


>) 
= 
[= 


М. СОМТНЕВ 


тВ» (< 0) 0$ <" За уб® (27) 


еф раг заЦе 1е ргешлег шештЪге 4е (27) пе 4ёраззе раз = 31.0 е54 
25367 огапа. 
Еп сот шпапь {04ез сез 1пёха]6з, оп У01ё даче, з1 п > М, 


| |" = фа () 1 («) до + | +. (7 (в) ав (28) 
(9(8)) (48) 

— . \ тв (2) 1 (2) а® (" 9) } (®) 4® | = | тп (1) } (1) ао -- 

(8(5)) (А‹3)) (2-Е) 
те ва 1 (2) ао |", (2); (в) 4 |< 
(Е) (48) 
се Чит ргопуе 1е вогёше. 
Г. ’боа1 ще 
Е (9) = Усьфи (о) (29) 
В=1 


61апф 1и{6ота е фегше а 1егше аргёз ши йрИсайоп раг 1а уаепг 
шоуеппе 4’ипе {опс\лоп а сагг6 зоттае, оп еп сопс]а фае 


| (2) фк) 4% = си, (30) 
(®) : 


с’ез{-А-а1ге диае 1ез сое 1с1етф$ с». зопь 1ез соеН1елет{; 4е ЕКопгег 4е 
1а Топооп # (5). О’аргёз 4101, ргепап еп сопз14ёгайоп 1’1тёса- 
1146 (14), оп а ропг 1а Топемоп 2 (5) 


[2 (г) 4 = Уд. (31) 
(®) #=1 
4. Зиг 1е5 за без 1егтбвез 7 
51 1а зиЦе 4е Топсйопз А саггб зомтае 4апз (0) 
{фь (2) } (1) 
ез6 огодопа]е, погшёе её {егмёе, ’аррИсайоп да Шфбогёте 4е 


Зе ой А Та 1опомоп 5(т, 1), 4апз 1адаеПе (т) езф ип доплате 
А шезиге Не, сопамщ а 1’6 1146 


5 (то) = УХ (9) ©), (2) 
саг оп а =. 
| оцфо-т[ь@Ф-ы О. (3) 
(8) (5) 


? Роцг 1ев доташтез (®) & аппепзюй Ише 1е {Пвотёте 4е сеф Аррепдсе 
езф абтопёт6 дапз ша пофе «Зиг 1а {Нвоме’‘4е Гегтефиге», Веп@1совЯ 4е Стсо1о 
41 Раегто, $. [Х, 1936. 
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Еп розапё (‹) = (т), оп \топуе дие рошг сВааце (т) а шезиге 
Ише соп{епа дапз (0) Гбеа1и6 


Уи = (4) 
Е = 
ез® убг бе. 

Г’ера! 46 (4) ез6 4опс 1а сопа!оп пбсеззайте рог аие 1а заЦе 
(1) 016 {егиаёе. 

Оп Чётотите а1зётепб ди’еПе езф азз1 зиНзане. 

Зиррозопз Чи’еШе 01% зайз{а йе рошг ипе семаште заИе (1) 
ог(форопа!е её погтёбе. Еп розаюё Чапз (4) (т) = (т) - (т›), (31) её 
(72) 6фап& 4еах Чота1тез а@]асеп($, оп оБйептф 

Фи (т, -- 12) (т - 12) = Фи (11) т, + Фь (72) то (5). 


её 1’оп у01 дие 


У (т) ЕЕ > фь (12) +2 Уч (11) Фи (12) тат, = т, Нл», (6) 
= 


Ее В=1 


её. 4’аргёз (4): 


>, фк (11) Фи (т) = 0 = (та, ть). (7) 


Г. 


=1 


| 


Г. ’6 ваще (7) езёь уаЫе 4е шётае рог спадче разге 4е 4отла1- 
пез (т,) её (15) запз роз иемеигз соштипз; ропг з’еп гепаге 
сотрёе 1 за 11 4’ицегса!ег ип 4оташе (т.) 4е таплёге диае 1е$ 
Чотпалтез (т,) её (т | тз) золепё а4]асепткз. 

Епйп, 81 1ез 4ота1тез (т) её (%) 00% агЬиталгез, а!огз уй де 


(т) = (т— [1]) + [ют], (6) = (® — [9т]) +57, (8) 


[07] 6106 1а рагйе сотиипе 4ез 4оталпез (‹%) её (1), оп 1топуега 


> фь (5) фь (®) то = №, фи [07] Ф (5) [от] 


ЕЕ 


== у Фа ([от]) [от = [ю, т] = 65 (т, ®) то, (9) 
В=1 
е’ез\-А .Ч1ге 
№4» (5) 9 () =8 (5, °). (10) 
В=1 


501 /(2) ипе Топсмоп & саггё зоттае 4апз (4). Еп шиШ- 
рПапь 1а з6гле (10) раг ] (®) её еп 16 тапё {егшме а 1егте, оп 1гоцуе 
4’аргёз [ез (№еогётез 4е роке 3: 


(3 (т, ®) } (®) д® =} (т) = №4 ки (2) | фк (©) 1 (6) @® = > ак Фе (т) (11) 


(@) =1 (©) 


ак 6\ап\ [ез соеЙ1слепиз 4е Еомтлег 4е 1а 1опойоп у г 
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Еп ши арИаюь 1а зёге (11) раг }(т) ер еп Г’1и(6огаюё 1егше а 
{егте, оп оБйепь раг ипе попуеИе аррИсайоп 4е сез {6вогётез 


У ат = обе а [+ ро = Уаз (42) 
ВЕ (@) = 
|`6са1\@ 4е Тегтебаге вап уа!ае ропг фолие !опомоп а сагге 
зоттаБе Чапз (<), 1а соп4аИлоп (4) езё заЙ1зап{е ротг 1а {егте- 
баге, 6. а. {. 9 
5. Обтопутайоп 4е Г6еаПёб 4и раг. 13 


1 1е5 6\6теп{5 4е 1а шайгсе 


[сз] (1) 
5016 1165 раг 1ез 6ха1116$ 
‹ (®) ей р 
О (®): 
с: = Ой Г, > 65 (2) 
5” 
её 
ы ыы 
№ се = 0,9, Уа’=4 (3) 
В=1 &=1 
е{ $1 Па зёме 
со 
У, (4) 
=1 


сопуегое, оп а 
со 
и» са к). -У ах. (5) 
$=1 ( х &=1 


Гез 6да116$ (3) её Па солуегоетсе 4е а з6ме (4) аззигеп( а 
сопуегосепсе 4ез збттез: 


№15 ауопз (006 4’аБога, рог 100 п =1, ти, 


со [= 


№ ( У си’ ак ке $ ав 34, (7) 
= 


$=1 В =п 


-\ 64а ип пошфге пе 4браззапт\ раз 1а зоште 4е Па збме (4). ^ 
р] аз Гог{е га1зой, оп а 


$=М №=т 


У(Уеь < 
В ВЕ 


=. 
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Ч’аргёз Чао1 1’1п6са1! 16 (8) 61ап& уа1а 6 ропг 1006 т, 


$=М со 
(Учи "< А (9) 
8=1 > й 
её 1’оп а 
У(УФь < 4, (10) 
ЕЕ У) 


1переп4аттепте Ац спо1х 4е п. 


Опапа п> М, М 6ап сопуепаетеп ©0131, оп а ропг 100% 
тп 


К =т со 
Уи У <е. (11) 


= В=п 


Оп реш 4опс розег 4апз се саз А ==. Г’1а6ра| ие (10) ргепапё 
Ла !огше 


ро са а, < в им (12) 


В=т 


‘ргопуе фае 1е ргепиег тшетЪге 4е (12) а 26го роог ПиИе даапа 
п -—> со. Оп еп сопс а дие 


тм № ( У) — У ( \ е’аь )". (13) 


Ел еНе 


[®®) со со 
5( 2 -$ 
$=1 


ВЕ 


РИ 


Ус с ав -Е У са» )* == 


`А=1 я=й 


У 


тону 


В=и 


- ›5 р 2 5”ак ) ( У, к) } (14) 


й=1 


Ма1з оп у01 дие 


со В=п 


38-0 (еы) 


8=1 ` в =п 


<У Зее И ХС <улиЕ (8 


я М.Ю’, мл 
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| х(%: са ак)" о е У т, 


се 41 ргопуе [’65а1146 (13). 
Сотше 1а Пшие 4е 


И аи 0 


со Е=т к Р=п 

2 2 = 
Уфы) - а т) 
5 Е в=1 


ез6 бса]е а 
У ак ) (18), 
К =1 


1’ ёоа1146 (4) езф аеётотигее. 
51 п00з зиррозотз афае |а зёте 


У ь: (19), 
В=1 


ез$ сопуегреще, оп реш ицегуегиг ]’огдге 4е зоттаймоп 4апз 12 


зеёгле 
> > _ се’а» ) Е (20% 


Еп ее оп а 


со со С У т 
У о си в, = = Пт Е (У СФ, = = 
#=1 51 Е 

Е=п 


— Ни > Ь ое с ть ь (21 


п 
Ог 


еать)-быбеь Вы |< 
<И И $2) о» 


#=и 


1е зесоп4 Тасфецг бат мНпитепь рей а’аргёз (12). Ропе 
Ё=п® со 
(1) вы Л % о п 
ак бы бь ит, У 5; Мс ео (+ ‘ак. ( (23» 
5 (Уфы) -ы а У 


Той 6 де та\петайиез еф 4е тёсапаие Веси 1. ХИ: 4936. 
4е ’ОтуетзИ6 & Г.6птотаа. } 
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Н. ГЮНТЕР. 0 ЯДРАХ ТИПА ФУРЬЕ 
РЕЗЮМЕ 


Обозначим через /(5) среднее значение суммируемой функции 
1(2) для области (%) 


(о) = | (2) 4», 
(«у 
где ® мера области (%). 

Положим, 1) что функция (т, 5) от областей (т) и точек (2), 
если мера (т) ограничена, —с суммируемым квадратом, как функ- 
ция от (7) в области (0), и 2) что функция Ё (т, о), если мера («) 
ограничена, — аддитивная и ограниченной вариации, как функция 
от (7) во всякой области с ограниченной мерой, принадлежа-- 
щей (0). 

Мы будем говорить, что А (т, х) ядро Фурье, если соблюдены 
два условия: 


а) Е (т, ®) — Е (©, т), 

ь) | К? (та) =-. 
2) 

В статье доказаны теоремы: ы 


1. Если А(т,1) ядро Фурье, то какова бы ни была функция 
1(5) с суммируемым квадратом в (0), интеграл 


А) [* (т, 2) / (2) 4® 
(=) 


равен среднему для области (т) некоторой функции (7) с сумми- 
руемым квадратом в (0); 


В) если 8 (т) = | Е (т, =) ] (2) ао, 
(®) 
то (о) = [№ (5,9) (4) 47; 
(2) 
С) [ло - | 2@4, 
(9) (3) 
и обратно, если Ё(т,1) таково, что соблюдены условия (а), (А) 
и (В), то соблюдено условие (Ъ). Е 
П. Если Ё(т,2) ядро Фурье, то, выбрав каким-нибудь обра- 
зом последовательность 


{Фь (2)} (1} 


функций с суммируемым в (9) квадратом, ортогональную, нор- 
мированную и замкнутую, имеем 
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(1, ©) > (У сх, ‚(5 ) фк (@) : (2) 


НЯ 6) 


где 


единичная симметричная матрица, т. е. такая, что 


У с®с® = 0, з+ 0; =14, $ =9; с = с®, (4) 


ет 1 


и обратно, если с® элементы такой матрицы, то сумма ет (2). 
которая всегда— среднее значение некоторой функции К (5, 2) с сум- 
мируемым в (0) квадратом, есть среднее ядра Фурье. 

Доказательство теорем основано на некоторых следствиях те- 
оремы Стеклова о разложении средних значений функций с сум- 
мируемым квадратом по средним значениям функций последова- 
тельности (1) и на некоторых свойствах интегралов НеШпоег’а 
разобранных в дополнении к работе. 
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С1аззе дез зстепсез Отделение математических 
шабветайадиез её пафиге!ез и естественных наук 


А. Н. КОЛМОГОРОВ 
К СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ МЕТАЛЛОВ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


Дается, при некоторых схематических, но все же довольно 
общих предположениях, сррогое решение задачи о скорости течения 
процесса кристаллизации. 


Для металлургии имеет существенное значение изучение про- 
цента роста кристаллов при случайном образовании центров 
кристаллизации. Известные затруднения представляет при этом 
учет столкновений зерен кристаллического вещества, возни- 
кающих вокруг отдельных центров кристаллизации. Эти столкно- 
вения нарушают правильную форму ‘зерен, прекращая, их рост 
в некоторых направлениях. Опубликованные до настоящего вре- 
мени работы КЕ. Сбег’а и С. ЗасВз’а(1), (. Таштапи’а (2), 
Б. В. Старка, И. Л. Миркина и А. Н. Романовского (3) и других 
дают лишь грубо приближенные формулы для роста кристалли- 
ческой массы. В настоящей заметке я даю при некоторых довольно 
пгироких допущениях точную формулу для вероятности р(1), 
с которой наудачу выбранная точка Р объема, заполненного 
подлежащим кристаллизации веществом, попадет в течение про- 
межутка кристаллизации внутрь уже закристаллизовавшейся массы. 
С вполне достаточным приближением можно считать, что доля 
вещества, закристаллизовавшегося за промежуток времени #, также 
равна р (2). В заключение я определяю число центров кристалли- 
зации, образующихся в течение всего процесса кристаллизации. 

Пользуюсь случаем выразить мою благодарность И. Л. Миркину, 
заинтересовавшему меня решаемой здесь задачей и любезно пре- 
доставившему все нужные материалы. 


$ 1. Математическая постановка задачи 


Дан некоторый объем Г. В начале (1 = 0) он весь занят «ма- 
точной фазой». Через промежуток времени Е некоторая часть 
Г, (&) объема У занимается кристаллизовавшимся веществом. Рост 
объема И, (1) со временем Е совершается следующим образом: 
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< 
© 
> 


1. В свободной части У —И, объема У возникают новые центры 
кристаллизации. При этом для любого объема У’<У—И, веро- 
ятность образования в этом объеме за промежуток времени между 1 
и А} одного центра кристаллизации равна 

а (К У’АЕ-Но (4%), 


а более чем одного центра равна о (41), где о (41) обозначает 
величину бесконечно малую по сравнению с 4+. Вероятности эти 
не зависят от распределения центров кристаллизации, образо- 
вавшихся раньше момента {, если только оно гарантирует (см. да- 
лее) свободу объема ТУ’ от кристаллической массы к моменту &. 

2. Вокруг новообразованных центров кристаллизации и вокруг 
всей закристаллизованной массы происходит нарастание этой массы 
с линейной скоростью 


е(1,п) = () -е(%), 


зависящей от времени & и направления п. Предполагаем, что 
концы векторов длины с (п), отложенных в направлении п из на- 
чала координат, образуют выпуклую поверхность. 

В изложенных условиях существенным ограничением является 
то, что линейная скорость роста с(1,п) хотя и может зависеть 
от направления п, но зависимость эта во всех точках должна 
быть одней и той же. Иначе говоря, выводимые далее формулы 
справедливы или при упрощенном предположении равномерного 
роста во всех направлениях, или для случая одинаково ориенти- 
рованных в пространстве кристаллов произвольной формы. 


$ %. Определение вероятноети р (1) 


Введем величину с, определяемую равенством 


йе | с3 (п) аз, 
5 


где интегрирование производится по поверхности единичной сферы 
5 с центром в начале координат. Очевидно, объем кристалла, 
растущего свободно вокруг центра, образовавшегося в момент 
времени 15, достигнет к моменту # > &% величины 

Г 


ы о ® (=) 4= ) : 


С Ра 
ь 


Рассмотрим теперь произвольную точку Р объема И, лежащую. 
на расстоянии большем 


1 
тах с (п) | К (т) а 


от краев объема У. 
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Для того чтобы точка Р попала внутрь закристаллизовавитейся 
массы к моменту {, необходимо и достаточно, чтобы ‘в какой-то 
момент #’ <, в какой-то точке 2”. лежащей от Р на расстоянии 


меньшем 
1 


с (п) | К (=) а=, 


где п обозначает направление Р’Р, образовался центр кристалли- 
зации. При фиксированном {’ объем У’(!’), занятый точками Р’, 
которые удовлетворяют Е условиям, равен 


ии) = == = 4). 


Вероятность того, что за промежуток ‘времени А!’ в объеме 
1'’(1’) образуется центр кристаллизации, равна 


а (1’) У’(Г’) АГ -о(АГ), 
а вероятность того, что это не произойдет, равна 
1 —&() У’) АЕ -о(АГ). 


Поэтому вероятность того, что точка Р к моменту { ме будет 
включена в закристаллизовавшуюся массу, равна 


0 = ПА «(07 4е} +0, (и) 


где = 5.Г, 1 =ОЛЬ, а 0(1) бесконечно мало при бесконечно 
малом ДГ. 
Логарифмируя (1), получим: 
- | 
1084 (1) = Ха АЕ о (4) = - | а (УЕ аг = 
1 
. | 
ее - в «(е( [ Е (=) а )" аг’. (2) 
0 


ЗА 


Для искомой вероятности 

р) —=1 912) 
включения точки Р взакристаллизовавшуюся массу получим, нако- 
нец, 


г {6 
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$ 3. Выводы 


При достаточно большом по сравнению с размерами отдельных 
зерен объеме У можно положить !И,(1) = Ир(1), или в силу (3) 


4т 
и езо 
ие. (5) 
где О определяется формулой (4). Формула (5) для объема Г, (1) 
закристаллизовавшейся за время { массы решает первую из по- 
ставленных во введении задач. Если а (1) и с(1,п) не зависят от 
времени, можем положить 
М) == о, ПЕ (Е. 
В этом случае 
= — (4а) 


и формула .(5) дает 
а У(1 Хе ве. (5а) 


Для числа М (+) центров кристаллизации, образовавшихся за время $, 


справедлива, при достаточно большом объеме У, формула 
й 
№(0 =У | (5) 9 (т) 4=. (6) 
0 


При постоянном 4 (1) =аи А =1 получаем из (6) 
1 = 


— “сз 
м = Ух | т 
0 
или 
4/ Заз 
-ту — :| а, (ба) 


где 
4 


 тсза 
& = У З Ре 
При {= -- со формулы (6) и (ба) дают полное число центров 
кристаллизации, возникающих в течение всего процесса. В част- 
ности, при постоянных 4 (1) =дхи Е =1 получим: 


У на Е—0.9у(* т (73) 


Отметим еще особый случай, в котором все центры кристалли- 
зации образуются в самом начале, в среднем по В на единицу 
объема. Соответствующие формулы получаются из общих предель- 
ным переходом. Вместо (4) получаем 


те 8( | К (<) ат) (4Ъ) 


РОВ ЭТАТЗТИК РЕВ КЕЗТАЛЛЗАТЮМЗУОВСАКСЕ 1% МЕТАШЬЕМ 359 


формула (5) сохраняется, а формула (6) заменяется при любом & >: 0 
тривиальным равенством М = УВ. Если, кроме того, допустить, 
что А =1 (т.е. с(+, п) независимо от 1), то нолучаем 


О = 83, (4с) 
4п 5х 
——- 63888 | = 
И) = (1 —е 3 и (56). 
Математический институт Поступило 
Московского гос. университета. 20 ТУ. 1937. 
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РОБАММЕМЕАЗОМ С 


Уег{аззег 1 еше з4гепое [.бзапо 4ег {0]сеп4деп зспетайз1ег(ет 
Ашоаре: ш `4ет ппЪеогеп24еп Ваашт епё\{еБеп {Шо Кг1збаП1- 
замопзтетеп ап 7\аг 30, 4азз ш ]е4ет Уоатеп У, \уе]сВез 2аг 
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гаг 7е1 + (4ег Рго2езз Бесип шё #=0) ш Фе КызаШзене 
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© ЧИСЛЕ ПЕРЕМЕН ЗНАКА В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
УКЛОНЕНИЙ 


(Представлено академиком С. Н. Бериштейном) 
В настоящей работе исследуется закон распределения числа 
перемен знаков_в последовательности 
тир 2. 
где т, есть число появлений случайного события 1 в серии К 


независимых опытов (схема Бернулли), р=Р (4). 
Полученный результат обобщается на последовательность 


ть—Ар—А | пра: 

1. Пусть р есть вероятность события А. Обозначим через т» 
частоту появления А в серии п последовательных независимых 
испытаний. Если п неограниченно возрастает, то, как известно, 
< вероятностью, равной единице, мы можем утверждать справедли- 


5 т 
вость предельного соотношения Пт =: —= р; более того, известно, 


т—со 


что одностороннее приближение к пределу имеет вероятность нуль (!) 


А т 
и, следовательно, случайная величина -” неограниченно большое 


число раз осцилирует около своего стохастического предела р. 

В настоящей работе исследуется закон распределения числа 
перемен знака в последовательности т» — р (ЕЁ =1,2,..., п), пред- 
полагая п-> со. Естественно различать два типа перемен знака— 
переходы от положительных значений к отрицательным, и обратно. 
Если перемена знака первого типа происходит при переходе от 
п-го к п--1-ому испытанию, то имеют место следующие нера- 


венства: 
т, —пр=0, \ (4) 

тя+1 — (П-+1)р<0; | 

отсюда 

т / 
Тр — Та о (1°’) 
Перемены знака первого типа возможны таким образом при зназ- 
1 
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К 
чениях п вида п» = [| (К =1,2,...) и происходят каждый раз, 


когда для п = п», имеем ть, = Ти, = Ё. 

Аналогично можно показать, что перемены знака второго типа 
(характеризующиеся неравенствами 77„ — пр= 0, тии — (и 1)р> 0) 
могут возникать лишь при п = П» = [=] (р 
и действительно происходят, если 

Ти, — 1 = Тир= Пи —Ё’. 


Обозначим через й„ число перемен знака первого типа в по- 
следовательности уклонений т, —р, т. —2р,..., тТ„— пр, через 
г„ — число перемен знака второго типа и положим 2» = й - 0». 
Нетрудно видеть, что ©„ = № + 6», где 0, может принимать одно 
из трех значений —1, 0, |1 и потому 2„ отличается от 2й 
не более чем на единицу. Мы можем ограничиться исследованием 
распределения й„: распределение с„ при большом п незначительно 
отличается от распределения #„; при том же предположении 


распределение 2„ почти идентично с распределением 2й,„. Пусть 
для > 0 


Ф, (1) =Р {№ = {Упр}. (2) 
Теорема, которая будет доказана, заключается в следующем: 


при п-> со последовательность функций Ф,„ (1) стремится к пре- 
дельному закону распределения: 


1 рз 
ее рай 
ФИ-У | за >9 
: (>0) а. 
= 
Эта теорема, как далее показывается, допускает известные 


обобщения. 


2. Применяемый нами метод доказательства основывается 


на одной лемме, для формулировки которой введем следующие 
определения и обозначения. 


Пусть ЁР,, Е.,..., Е, последовательность случайных событий. 

р. 
Обозначим через раы,..а, (1 << 9,.<... «а. <п) вероятность 
положительных исходов в испытаниях с номерами а;, а», ...,&, 


и положим 
У; (п) = № Рос, ... сз. (4) 
1<а,<а,<... За; <п 


Пусть, далее, т, число положительных исходов в п испытаниях; 


(п) некоторая положительная неограниченно возрастающая 
вместе с п функция от пи 


Ен (= Р {т < (п)}. (5) 
Тогда имеет место следующее предложение: 
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ЛЕММА 1. Пусть для всякого фиксированного $ и п-> со вы- 
полняется условие 


Уз (т) 
А: 6 
ви № (6) 
Если, кроме того, 
Неро. < А, (7) 
где А некоторая положительная константа, то последователь- 
ность функций Е, (1), Е. (1),..., Е, (1) при п-> со сходится к неко- 


торому закону распределения Е (1) (в каждой точке непрерыв- 
ности РЕ (1)), причем имеет место следующее равенство: 


ЕЕ | 2 аЕ (1). (8) 
Доказательство. Пусть Р,‚„ш вероятность равенства 
ти = п (т = 0,1,2,..., п). 
Полагая 


т=0 


и разлагая многочлен ф„(х) по степеням х —1, будем иметь 


м 


фи (2) = \ж(п)(@—1)”" (м%=1). (10) 
т=0 
В самом деле, введем случайные величины 2, (К =1,2,..., П)- 


получающие значения 1 или 0, смотря по тому, произошло или 
нет в А-ом испытании событие Е‚. Тогда имеем: 


&=т 1=пт \ 
Е > ПП» Па |, (11) 
< <..<т ВЕ 1 

где ци <ь<... «< щ образуют группу из т чисел, взятых из после, 
довательности 1,2,....п, ал (1=1,2,....п—т) дополнительную 

группу. Кроме того, очевидно, 
Уз (п®) = } бок, ь... 05 } с (11) 

1<а,<а,<...«а<п 


На основании (11) получим 
1=%® 


+=п 
д = Е {Пва 4—5) = [Пае 9+1}; 
Е $=1 
отсюда в силу (11’) следует равенство (10). 
Из (10) и (9) получим следующее соотношение: 


4» (2) 


р (п)! = УРит(т— 1). (т 81. (12) 


тТ=5 


х=1 


1* 
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С другой стороны, для $ =1 


С 7—8 дз 
Е (ть) — У Рьтт8 = Ра > - . тб, (13) 
тТ=Е ‚ 


где т® = т(т— 1)... (т—г- 1). 
Из (13), на основании (12), имеем далее 


т=$ 
Е (ти = А’ 0%, (№). (14) 
Т=1 
Полагая 
8 < 
мк} = нано 


в силу условия (6) и равенства (14) получим для каждого $ 
М. (п) — 4308; = 31; = М; (15) 


Им, 


при этом в силу условия (6) В. не превосходит некото- 


рой положительной константы. Отсюда, на основании известной 
теоремы Руа (2) в теории проблемы моментов, мы можем утвер- 
ждать, что существует однозначно определенный бесконечной 
последовательностью моментов И; закон распределения РЁ (+), к ко- 
торому сходятся законы Р»({) при п->` со. 

Перейдем теперь к доказательству нашей теоремы. Пусть со- 
бытие Ё» состоит в возникновении перемены знака первого типа 
при переходе от А-го к К- 1-ому испытанию. Мы видели, что 


Р(Е„) =0, если п. пв = [5] . Положим теперь для всякой си- 
стемы индексов 1<В,<В,<... «8, < си, где с» наибольшее из 


ь а 
целых чисел а, удовлетворяющих неравенству [=] =пй 


Риз пв,..пв, = в, ва...$»- (16) 
По определению имеем: 
еее т а 
и потому 
Ев = (Тиз, == 8,) < Р (тв, па, 1 =— 
= № —В,)-4...Р (Тиз, па, -1 = 88 — В 1) 9; (18) 
при этом Р (т, = 6) определяется известной формулой: 
Р(т,‚ = 5) = Ср 9'°. (19) 
В нашем случае имеем далее | 
Уз (®) = о Тв,8,...в.) (20) 


1<8, <... Вст 


и (п) =У пра. (20) 
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Докажем теперь следующую лемму: 
ЛЕММА 2. При п-> со и постоянном $ имеем: 


=. $1 
у. (п) 27 г( - 
— У, = —^ | (21) 
ее и вг($- 1) 
(пра)? 
Доказательство. На основании (20) и (20’) имеем: 
У. (п 1 
Е : . = 5 ое (22) 
[в (®1 (пра)? 158.3, <... < <ет 
Разобьем сумму в правой части (22) на две части, полагая 
т п 
Ура, = \ ПВ, В,... Ва Е №8 ТВ, В,... 852 (23) 


п 
причем в сумме У индексы В, В»› ...› В Удовлетворяют условию 


1 1 
ВИА: бп 5) (24) 


в сумме же м условие (24) для индексов В, 6ь,... В нарушается 
хотя бы при одном 7. Оценим сумму уг. Очевидно 


29 (1) 
эх % 
\ та,в,...в, = 


3 (5) 
р ось К № Пани: № пыы. в» (25) 
где У содержит те слагаемые паз 
2 
8, удовлетворяет условию 8, <п* (и, кроме того, конечно, 1 < 
р 
бела У (Е =2, 3, ..., $) распространяется 
на те слагаемые тз,з,.з.› в которых индексы В, и В»_, удовлеётво- 
1 
ряют неравенству В, — В»! < п*. Так как 


в.› В которых первый индекс 


ТВ, Вь...Вз = ТОВа В»... ВуВуна =: 889 
то 
С 1 
(7) = < т 
ТВ, в....в8 <= 0% хх 13,3... ана 53 И * Уз-1 (И) 
В. <В,...ЗВра<Вра<... < 356 


и потому из (25) следует 


ры = 
У В.В» ы а У $ ие у (26) 


Я 

(пра) 
С другой стороны, в случае биномиального распределения макси- 
мальная вероятность Р»„ может быть представлена, как известно, 


в виде Е где =„->0 при п-> <. Отсюда при любом т 
И2тпра 
и п имеем: ь 
Ра = И (27) 


где (— некоторая положительная константа. 
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Принимая во внимание (18), (19), (20) и (26), найдем 
1 х. и 


| я 1). — п, — ы 


х ве (и п. (27”) 


з (26) получаем 


Ув И и ее. т 
(ара) 1<8, <, <... Вас 


Из ис 
Р У к 

п 
На основании (27’) 


(у)” 


с 
У В.В... 
- т УР 


(пр4)* п 


и потому при фиксированном $ имеем: 


т 1 
У ТВ. В,...8 ТА О(п <). 


8 


(28) 


(пра)* 
С другой стороны, для вероятности Р (Тиз, па, —1= 8, — 8-1) при 


1 
6, —В,-:>п*, пользуясь (19), легко установить следующее асим- 


птотическое выражение: } 
(1+ 0(п т: (29) 


Р (ть, -ту_ 1—1 Ве и Эта ( И 


Принимая во внимание (18), (19) и (29), для вероятностей в, 8 


п 
входящих в состав суммы № ‚ найдем 


о КЕ - 


ва =-9 = 
В.В... Ву зУуВ (8. — = В. и В) 
(2)? 
и потому 
и —. 
тм С о(п г) ) 
У м ве У" У а ат = (80) 


причем пр в правой части (30) распространяется на зна- 


чения В, В», ..., 25, удовлетворяющие условиям (24). 
Но из определения с„ вытекает 


№ =1+0( =) 


а сумма в правой части (30) при любом конечном $ при возра- 
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стании п приближается к пределу, выражающемуся интегралом 
5 


47.4л.... 4х . 


к 
= = 
Им в) г(е +) ) 


ое | | < 
0<х,<х,<...<<1 


Из (22), (23), (28), (30) и (31) следует 


ней. 
У») о 1 в (32) 
Е Я г(++1) И тг ($ + 1) 
м 


что и доказывает справедливость (21). 
С другой стороны, 


Е? 


НИ [14 (33) 
п 


0 


и нетрудно проверить, что условия леммы 1 в нашем случае 
выполнены. 

На основании лемм 1 и 2 мы можем утверждать, что Ф„ (1) = 
=Р(1, ={И пра) стремится с возрастанием п к закону распре- 
деления 


2 


Ф (1 = и | я аще Е 0). 


Отметим следующие асимптотические выражения Для математи 
ческого ожидания и дисперсии величины 2: 


Вам зу "24, (34) 
Р() = 4(1 — ира. (34) 


3. Рассмотренный нами вопрос о числе перемен знака в после- 
довательности уклонений допускает простую геометрическую интер- 
претацию. Соединяя последовательно точки с координатами (№, т») 
отрезками прямых, параллельных осям координат, мы получим 
ломаную Т,„, изображающук течение случайной величины Ть 
на отрезке (0п). Проведя прямую у= р, мы без труда убежда- 
емся в том, что число перемен знака первого типа в последова- 
тельности уклонений т, — Кр равно числу пересечений прямой 
с вертикальными звеньями ломаной Ти. 

Рассмотрим теперь вопрос об оценке числа пересечений лома- 
ной Т„ с прямой у = Ар-- ЛУ пра (параллельной прямой у= р 
в том же отрезке Оп; Л>О0 не зависит от пи КЁ. Эта 
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задача приводится к рассмотрению числа перемен знака в после- 
довательности т» — Ер—ЛУ пра (Ё = 1,2,..., п). Не суживая за- 
дачи, мы можем ограничиться переменами знака первого типа, 
т. е. переходами от положительных к отрицательным значениям. 
Рассуждая, как и прежде, мы найдем, что пересечения этого типа 
возможны только в точках с абсциссами п» (А) вида 


Е = р я (35) 


р 


где целое число А удовлетворяет неравенству 

К — № = [ЛИ пра! - 1, (35’) 
и действительно будут наблюдаться, если 

Та (2) = № = Ты (лу. (36) 


Пусть п, 3, (\) вероятность имеет перемены знака 1-го типа 
1Р2.- 5 
в точках Из, (^) (г=1,2,...,5), причем В, В», ..., 8: целые числа, 
связанные условиями 
Ву Ам В о. 


где с„(^) наибольшее из целых чисел а(^), удовлетворяющих 


неравенству 
ы а и (37) 


Нетрудно получить следующее выражение для вероятности 
т... (^), вполне аналогичное (18): 


пазы = Р (ть, = В.) -9-Р (Ты, -пз,-1 = В8— ВА) - 4. 
... В (Тиз, тв, —1 == В. = 8—1) ы 4 (38) 


(опуская здесь, как и в дальнейшем тексте, для удобства Л в обо- 
значении индексов); при этом Р(т, = 6) определяется попреж- 
нему (19). 

В данном случае 


Уз (п, ^) — о п 1Вз...Вз ^ (39) 
<, <... <В5<сп(4) 
и 
в. (*) = ИР. (40) 


Разбивая сумму в правой части (39) на две, >. и и аналогично 
(23), мы тем же путем получим 


м и 1 
в (^)* — | Г +9 | : т (41) 


(пра)* 
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т 
причем в сумме У ` индексы суммирования 3,$...8, удовлетво- 
ряют условию: 

1 1 


8 >№ п, 9,91 23... (42) 


[4 и Я ь и и 
Разобьем № в свою очередь на две суммы: У, и р 5 Е 
к первой из них те слагаемые УР: в которых индекс 3, п 

и 


, 
а во вторую— все остальные члены Тогда нетрудно устано- 
вить (рассуждая так же, как при выводе (30)) следующее нерз- 
венство: 

и 


№, 


= й 3—7 
В: ы р Е 23 Р (ть; = Ва» (43) 
Е? С ф 


а 


(пра) 


где А =2С и + и суммирование по 8, распространяется на зна- 
1 6) 

чения, содержащиеся в интервале Ао -- п* = 8, =п*. Но применяя 

неравенство (27), для значений 8, в этом интервале имеем: 


м 


8, 8: 
< С у и - === < С, ь > о (44) 
ра у в — АИ Р4 _, зИ В 
р 1<8В,<п 


где С, некоторая положительная константа. 
Из (43) и (44) имеем: 


пм 1 

И пу в, в, (4) бы Е = 
у . ‚_ у \ и: ЭС (45) 

(пра)? о 

причем С, > 0 новая константа. 

Пользуясь выражением (19), для вероятности Р (Тиз, — Ив; 1 = 

= 3, —8;_:) при условии (42), найдем: 
Ратио ну В а) = И (=2,3,...3). (0) 


С другой стороны, при 8, сы имеем: 


Г 
из в 4 [4+0( г) (47’) 
и 
уе) д 
( ка 1 де В: (11б®) 47" 
Р(т»,, = 1) У 3 ( ) 
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С помощью (38), (47) и (46) найдем: 


1 


а У Е -, (48) 
М у ' К в. и ь 


1 


где 5, = (п *). 
На основании (48) без большого труда можкно установить спра- 
ведливость предельного соотношения (п-—» со): 
Уз тз В, ..8 (^)` 1 лы: 4х.ах,.. .4х, 
о . (49) 


$ 8 Е 
ыы — —=2 
2 (2=)? о<х:<&,<... << И = — =)... (& — 254) 


(прЧ) 
Интеграл в правой части (49) заменой переменных х; = + В - 
+... (=1,2,...,3) приводится к интегралу 1; следующего 


вида: 
5 = [[. Е . 44 (50) 


о<ь, в <и 


$ 


Интегрируя сначала по той части (5 — 1)-мерной сферы У/=1—й, 
1—2 


которая лежит в положительном угле координатных плоскостей, 
мы приведем этот интеграл к однократному: 


) о За 
а : 8 (1—1) * ан = 
Г 
г(-=—)и= 
Я 23 (1 и*) _ 8+2 ( - ) 
ата а быв 
1 2 
22 о: ут) : А 


Пользуясь хорошо известным равенством 


$ О (аи) ) 


(1+ и) "= г - и. 


2 5 
2 а 
2 0 


мы можем далее представить /. 
интеграла 


зу тг( + ') г(==°) 


силу (51) в виде двойного 


8 


И — 


и Ту до 


В 

со 

” _ аи) _ уачи») 
е 

0 


г. —: 
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который после интеграции по переменному и приводится к виду: 


== ан 
ЕЕ И: е * уау= 
=г(+ = :)г = >). 
= (* — вый" 
= =\* /* ау. (52) 
о 


„На основании (41), (45), (49), (52) и леммы 4 заключаем, что Ф‚ (#/^)= 
= Р(®, (^) = (/ пра). при возрастании п стремится к закону распре- 
_ деления Ф (1, Л), моменты которого М. (^) выражаются в силу (15) 
следующими равенствами: 


М; =и- 
Отсюда нетрудно усмотреть, что 
Ф (1; А). =0 пой О 


р, 
Ф (0, -И 2 тЫ РЯ 


ИУ — | 
Ф(ь^=Уу ОН ан: при > 0: 
—й 
Для вероятности отсутствия пересечений мы нашли предельное 
выражение Ф (0,Л), легко получаемое из классических результатов 
Лапласа (задача о разорении игрока). 


Математический институт Поступило 
Московск. гос. универсигета. 26.У.1937. 


ау. (3). (53) 
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М. У. ЗММВМОЕЕ. 50В ТЕ МОМВВЕ ЮЕ УАВТАТТОМ ЮО 516МЕ 
РАМ ГА ЗИТЕ ЮЕЗ$ ЕСАВТ$ (РООБ ГЕ СА$ ВЕВМХОО ЛЕМ) 


ВЕЗОМЕ 
№ из @а41отз 4апз се \гауа! Та 101 4е]а ргофарИ ие 4и пошЪ- 
ге 4е уалайоптз 4и з1ете 4апз ]а заЦе 4ез 6саг$ 
т, —Ёр (= 1,2,...п) (1) 
ой т, ез% ]е потЪге 4’араг1 оп 4’ап вубпетепт А 4апз Ё 6ргецуез 
1п4ёрепаепез а ргофаЪ11166 сопзбаще Р (А) = р. 501 1» чп пошЬге 4е 


саз ой | ’6саг® (1) свапое зоп з10тееп раззап 4е -- а— . Розопз епзице 
Ф, (1 =Р(#, =1И пра) (#>0, 9=1—р)\ (2) 
Ф,(=0 (#< 0). | 
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Га ргешёге рагые сопйепё 1а 4ётопзйгаЙоп 4е 1а ргорозиИ1ов 
зиуашще: 

ТНЕОВЁМЕ 1. Га зийе 4ез ропсйопз Ф„ (+) сопоегае роиг 
п-> со 0ег5 (а 10 Итие 4ез ргофаб Ци 


> 
—— 
= 
— 
а 2] 
а 
[9 
| 
Го =, 
>. 
--- 
и. 
< 
\/ 
(<=) 
22 
—— 


Ф( =0 (# = 0). 
Та Чепх1ете рагме сопйепё мпе обибгайзамоп да Ивогёше 1. 
5016 й» (А) пп пошфге 4е саз ой 1а уама е 
ть — ЕЁр-— Л Ипра Е ==, В И) (4) 
съапое зоп з1те еп раззапь 4е -|- & —. Еп розапё а1огз 
Ф, (Е, ^) = Р(®, (^) ={Упра ) 
поз апгоп$ 
ТНЕОВЁМЕ 2. Га зийе 4ез юпсйопз Ф»(Е,^) сопоегве роиг 
п_> со оегз а 1 итие аёйте раг 1е; 6 ваз 


Ф(р,^)=0 (0, | 
м | 
-и: |7 6 
= (ил) = 
ФМ =И-]е * " И 
ыы } 


Га 46топтзбгамоп 4е сез \№вогётез ез® Базбе заг Па ргороз1оп 
ах але зиуаще: 

ГЕММЕ. 50й Е, Е,, ..., Е, (а зище 4ез вубпететл; ава1огз 
её т» @е потфте 4ез тёзиШ1а$ роз] аапз п ёртеиоез. ой 
Е» (1) = Р(т» <= ЦА (п)) ой (п) езё ипе }опсйопт стогззатше зтаёйт- 
тет, 10и]оитз розаиое. Пёзетопз раг рана, (1 < < а. < 
<...За; <п) 1а ртофабЦиев аез тгёзиЦа1$ роз]: 4апз [ез ёргеиоез 
соггез роп4ет4е$ 01, @з, ..., @з её $0 у; (п) = у 5 

155, < а“, <... <25<% 

5иррозоп$ епсоге дие роиг $ сопчат атьитете оп а 


.. @5* 


Е №8 (п-—> ©) 
её? дие 


Па У < © ($—> <). 
А1огз 1а зице аез }опсйопз Е» (+) сопоетве (п-> со) оегз ипе 101 4е 
@тфипоп Е (1), 1е5 тотепз Чат 4оппёз раг 1а югтшще 
+ со 
\ 23 АР (5) =%:3! о Об 


-- со 
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С. П. ФИНИКОВ 


КОНГРУЭНЦИИ, АССОЦИИРОВАННЫЕ В СОВМЕСТНОМ 
ИЗГИБАНИИ 


(Представлено академиком (С. А. Чаплыгиным) 


В статье рассматривается совместное проективное изгибание 
двух конгруэнций. Две произвольно взятые конгруэнции неизги- 
баемы, но к любой конгруэнции можно присоединить вторую 


так, чтобы пара изгибалась. 
Содержание. $1. Нормальный тетраедр. $ 2. Изгибание 


4-го порядка пары конгруэнций. $ 3. Конгруэнции, ассоцииро- 
ванные в совместном изгибании. $ 4. Общие свойства изгибаемых 
пар. $5. Изгибаемая пара конгруэнций в преобразовании Т. 
$ 6. Замечательные конфигурации (Т). $ 7. Первый особый слу- 
чай. Конгруэнции И’ с двумя линейчатыми фокальными поверх- 
ностями. $ 8. Второй особый случай. Две пары взаимно-поляр- 
ные. $ 9. Третий особый случай. Пара конгруэнций, взаимных 
относительно нуль-системы линейного комплекса. $ 10. Периоди- 
ческая с периодом 4 последовательность Лапласа. $ 11. Четвер- 
тый особый случай. Сопряженная расслояемая пара. $ 12. Изги- 
бание 2-го порядка для первой конгруэнции пары. $ 13. Изги- 
бание конгруэнции целыми линейчатыми поверхностями. 

Террачини в своей работе (*) вводит новое понятие изгибания, 
основанное на сохранении некоторого простейшего дифференциаль- 
ного инварианта, и применяет его к изгибанию сложного геомет- 
рического образа, состоящего из поверхности и конгруэнции, соот- 
ветствующие элементы которых находятся. в состоянии инцидент- 
ности. 

Новая идея изгибания несомненно обогатила проективно-диф- 
ференциальную геометрию: она привела к расширению понятия 
изгибания конгруэнции и дала возможность построить ассоцииро- 
ванные с поверхностью конгруэнции. Н. И. Буторин, работая под 
моим руководством над дипломной работой, показал, что резуль- 
таты, полученные в этой области Террачини, не могут быть до- 
стигнуты на основе определения изгибания, данного Фубини- 
Картаном. 

Мне кажется, однако, что и это классическое понятие изги- 
бания может дать новые интересные результаты, если его при- 


менить к изгибанию сложных геометрических образов. 
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В настоящей работе я рассматриваю совместное изгибание 
двух конгруэнций. Согласно определению Картана, два геометри- 
ческих образа [М] и [М’] проективно наложимы порядка п, 
если между элементами их установлено взаимно-однозначное соот- 
ветствие М-»+ М’ и к каждой паре соответствующих элементов при- 
соединено проективное преобразование П, переводящее [М’] в [М], 
так что соответствующие элементы М и М и их бесконечно близ- 
кие совпадают до бесконечно малых (п- 1)-го порядка вклю- 
чительно. | 

В применении к паре конгруэнций уже изгибание 1-го порядка 
не является тривиальным: произвольная пара конгруэнций (М. М,), 
(М.М.) неизгибаема, но ко всякой конгруэнции (М,М,) можно 
присоединить вторую (МзМ.) так, что полученная пара допускает 
изгибание. Такую конгруэнцию мы будем называть ассоцииро- 
ванной в совместном изгибании. 

Какова бы ни была конгруэнция (М,М,), ассоциированная 
конгруэнция определяется с тремя произвольными функциями 
двух аргументов. В виду большого произвола в выборе ассо- 
циированной конгруэнции можно наложить на нее дополни- 
тельное требование. Естественно искать ассоциированную кон- 
груэнцию так, чтобы она одновременно являлась преобразованием 
Т от первой. Две конгруэнции находятся в отношении преобра- 
зования Т, если прямые, соединяющие одноименные фокусы двух 
соответствующих лучей, касаются в этих точках фокальных 
поверхностей. 

Всякая пара конгруэнций, находящихся в отношении преоб- 
разования Т, проективно наложима на пару конгруэнций, полу- 
ченных из первоначальной пары конгруэнций коррелятивным прё- 
образованием. Это не является характерной особенностью пре- 
образования Т: к любой данной конгруэнции можно подобрать 
вторую с тремя произвольными фувкциями двух аргументов так, 
чтобы полученная пара налагалась на взаимно-полярную. Если 
исключить наложение на пару, получаемую коррелятивным пре- 
образованием, то не всякая конгруэнция обладает ассоциирован- 
ной конгруэнцией, находящейся с ней в преобразовании Г. Класс 
конфигураций. Т с ассоциированной парой противоположных кон- 
груэнций зависит от одной произвольной функции двух аргумен- 
тов. Наложимая пара принадлежит к тому же классу. Распола- 
гая этой произвольной функцией, можно найти с 16 произвольны- 
ми функциями одного аргумента конфигурации Бианки (конфигу- 
рация четырех конгруэнций И’ в теореме переместительности асимп- 
тотических преобразований) с ассоциированной парой противопо- 
ложных конгруэнций или расслояемые пары ассоциированных 
конгруэнций. Налагающаяся пара принадлежит к тому же классу 
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Можно отметить целый ряд особых случаев ассоциированной 
пары конгруэнций в преобразовании Т. Пара конгруэнций, взаим- 
ных относительно нуль-системы линейного комплекса, изгибаема; 
налагающаяся пара (того же рода) зависит от одной произволь- 
ной функции двух аргументов. Пара конгруэнций И’ с общими 
линейчатыми фокальными полостями изгибаема; налагающаяся 
пара—того же рода и зависит от одной произвольной функции 
одного аргумента. Сопряженная расслояемая пара налагается на 
любую другую сопряженную пару или по крайней мере на пару, по- 
лученную из нее проективным изгибанием одной конгруэнции, когда 
лучи другой конгруэнции пары увлекаются, будучи неразрывно 
связаны с фокальными плоскостями сходственного луча. Пара 
противоположных конгруэнций периодической последовательности 
Лапласа с периодом 4 изгибаема; налагающаяся пара—того же 
рода (кроме пар, взаимных относительно линейного комплекса) 
и зависит’ по крайней мере от произвольного ‘постоянного. 

Если повысить требование к наложимости конгруэнций и ис- 
кать изгибание 2-го порядка для первой конгруэнции и 1-го для 
второй, то придем к конгруэнциям И’ с линейчатыми фокальными 
полостями; луч второй конгруэнции пересекает ту же пару соот- 
ветствующих образующих фокальных поверхностей. Если он ка- 
сается фокальных полостей первой конгруэнции, то обе конгруэн- 
ции пары наложимы изгибанием 2-го порядка. 

Попутно мы получаем проективное изгибание конгруэнции И’ 
с линейчатыми фокальными поверхностями. Оно представляет не- 
которую особенность: поверхности 2-го. порядка, образованные 
лучами конгруэнции, пересекающими пару соответствующих пря- 
молинейных образующих фокальных поверхностей, при изгибании 
конгруэнции остаются неизменными. Рассматриваемая конгруэн- 
ция— единственная, допускающая изгибание целыми линейчатыми 
поверхностями. 

Предварительное . сообщение было сделано в моей статье (?). 
Основы применяемого метода изложены в статьях (3›“). Впрочем, 
в & 1 я снова даю все необходимые сведения; содержание дру- 
гих параграфов приведено в аннотации. 


$ 1. Нормальный тетраедр 


Пусть нам даны две конгруэнции (М, М.) и (М. М.), из которых 
по крайней мере первая—не параболическая. Выберем точки М, и М, 
в фокусах луча М.М, и примем за точки М; и М. точки пересече- 
ния луча М.М. с фокальными плоскостями первой конгруэнции. 

Будем обозначать буквой М; четыре однородных координаты 
точки М;. Производные М.,, М;, определят две новые точки, ле- 
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жащие в касательной плоскости поверхности (М;). Если обозна- 
чить через а“, 6! координаты этих точек относительно тетраедра 
М, М.М.М., то получим основные уравнения: 


м..= Уимь, М,= ХММ, (1) 


определяющие проективные перемещения тетраедра [М] при изме- 
нении параметров и или о. 

Примем за координатные поверхности и = с0136 и © = 60134 
развертывающиеся поверхности конгруэнции (М. М.). Если подхо- 
дящим образом нормировать координаты М;, то компоненты про- 
ективных перемещений тетраедра а}, 5% можно записать таблицей: 


М, М, М. М, М, М, М, М. 
М, 0 6 0 0 М, р а 1 0 
М, Ч: Р\ 0 Л М,, 0 0 0 0 
ЕЕ ВЕ НЕЕ ' (2) 
з, т п 0 —9 М., | В М —Р —А 
м, М, ПМ. М, го ИО. |= 0 
1 1 


Условия совместности системы уравнений (1) принимают вид: 


Ри = 88, — 949: —т, Ри, = 881 — 441 — Тл, (За) 
Р, = АА, — 991 — т, Ра = АД, — 94: — т, (ЗЬ) 
б, — Чи = рб + р19 + п, Е Ч = Р161 -- Р41 + пи, (3с) 


А, — 4» = Р.А + Ра- М, А,, — 9, = РА, + Р141 + №, (39) 
ть — В, = —т(Р-+ р) —АМ, — п + МЧ, + пла, (3е) 
т, — В, = — т, (Р. + р) — ды" — 5. | М4 - п4,, 

п, — М, = 2,8, — Ва, + М:р— Рт. — 491 (т, —т). ] 


Если функции ДА, Д,, 8,8,, В, В,, п,па, М, М, т, т, Р,Р,, 
р, Р1› 4, 41 удовлетворяют системе (За—{), то система (1) вполне 
интегрируема и определяет М; с четырьмя произвольными постоян- 
ными. Четыре линейно независимых решения можно принять за 
однородные координаты точек М;. При изменении параметров и, 
5 тетраедр [М] опишет своими противоположными ребрами М.М» 
и М.М. две конгруэнции. Все другие решения системы (1) опре- 
деляют, конгруэнции, проективно эквивалентные двум первым. 

Таким образом 18 функций ДА, Л, ит. д. вполне определяют 
пару конгруэнций. Обратное положение не совсем верно. Таблица 
компонентов (2) допускает: 1) замену параметров и, © на новые 
параметры и* = (и), 5* = (о) и 2) умножение координат М; 
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и М, на произвольную функцию У одного переменного © и коор- 
динат М, и М. на произвольную функцию И одного перемен- 


ного и. Новые компоненты (обозначенные звездочкой) будут 
иметь вид: 


а 4% ^\? 4и* И 207 
и, би Ща’ и 
А —=Аб (ви) ди › ь Ио | 
МР ао \? аи 45 ух 
= р 
й те. _ И оо. 
А 
И Ла А“ 
У 4 авт 
а Ё 


ет (у 1) т 

Нетрудно заметить, что величины р, дирь, 4: определяют 
положение точек М. и М. в фокальных плоскостях (М.М.М,,) и 
(М, М,Мь,). Меняя эти величины, мы изменим вторую конгруэн- 
цию (М.М.), оставляя неизменной первую (М,М.). При этом 
четыре компонента АД, Д., 6, 8, вообще не будут меняться; что ка- 
сается остальных, то они изменятся. Если обозначить чертой на- 
верху компоненты, соответствующие значениям р, 4, р1, 91, равным 
нулю (которые мы будем называть компонентами Вильчинского), 
то будем иметь: 


Р=Р+р, т = т — р, — 94,» ПИ — 9—2. 8, (5а) 
В = В Рр ра 41А ДР 951, (55) 
М — Ро: ор (5с) 


Внося р=9=р =9, =0 в уравнения (3а—{), получим для 
компонентов Вильчинского систему: 


т =, п=д,, 8. - ВР АА, д (ба) 

№ =, — РА, М = 4, РАр (6Ъ) 

пь — №, + Р%» = №5 — В:д, п.,-М,, + Р.8, = 8,8, — ВА, (66) 
В, = М.А + 28.8, 88. -- 8, В, = А, 28, 8-8, + Р,5%,. (64а) 


©? 
ра 


$ 2. Изгибание 1-го порядка пары конгруэнций 


Пусть нам дана пара конгруэнций (М. М.), (М.М.), определяе- 
мая таблицей компонентов (2), и вторая пара (М.М.), (ММ.), опре- 
деляемая такой же таблицей, все компоненты которой отмечены 
штрихом наверху. Пара [М’] наложима на пару [М] изгибанием 
1-го порядка, если между элементами их установлено взаимно- 
однозначное соответствие и каждой паре соответствующих эле- 
ментов М’и М присоединено проективное преобразование П, 
обладающее следующими свойствами: применяя преобразование П 
к паре [М’], мы ее преобразуем в пару [№] так, что’ рассматри- 
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ваемая пара соответствующих элементов М и М совместится, а эле- 
менты бесконечно близкие будут совпадать до бесконечно малых 
1-го порядка включительно. 

Обозначая через (М;М,) Плюкеровы координаты прямой М,М,,, 
‘т.е. 6 миноров матрицы, составленной из координат точек М; и 
М,, мы можем записать условие касания 1-го порядка [№] и [М] 
в виде равенств, справедливых до бесконечно малых 4и, 4с пер- 
вого порядка: 

(№, №,) +4 (№, М,) |... =: 
= [(М, М.) + а(М.М,) +... [^ - А,4и К А,ас- ...], (Та): 
(№м№,) -а(№.М) +... = 


= [(МзМ.) + а (М. М.) +... [к - ва -- час - ...]. (7Ъ) 

Здесь Л, Л,, А» ..., №, М, №2... буть множители пропорцио- 
нальности. Сравнивая бесконечно малые 1-го порядка, получим 
(№№) = А (М.М), (№М№,) = № (МзМ.), (За) 

4 (№, №.) —= ла (М. М.) — (^,4и = А.) (М.М.), (8Ь) 

4 (№№) = 54 (М.Ма) - (№ 4и -- вь4е) (М.М). (8с) 


Исследование системы (8а—с) можно значительно упростить, 
если воспользоваться следующими соображениями. 

Среди лучей, бесконечно близких любому заданному лучу 
М.М», найдутся два луча (действительных или мнимых), которые 
с ним пересекаются (до бесконечно малых высшего порядка). Эти 
лучи пересекают М.М, в фокусах М, и М, и определяют вместе 
с лучом М.М, две фокальные плоскости. Такая же картина будет 
в бесконечно малой окрестности луча №,М№,. При этом после на- 
ложения конгруэнций пересекающиеся е М.М, лучи из беско- 
нечно малой окрестности его могут совпасть (до бесконечно ма- 
лых 1-го порядка включительно) только с пересекающимися лу- 
чами из бесконечно малой окрестности №,№,. Значит, и точки их 
пересечения, т. е. фокусы луча М.М,, совпадут с фокусами луча 
М, №› и плоскости их, т. е. фокальные плоскости луча М.М,, со- 
впадут с фокальными плоскостями луча №№. Наконец, огибаю- 
щие фокальных плоскостей, т.е. развертывающиеся поверхности 
обеих конгруэнций, очевидно, тоже соответствуют друг другу. 

Таким образом мы можем прежде всего принять, что пара- 
метры и, сии’, г’ обеих пар [М] и [М’] совпадают: 

АА, 


Затем точки М, и №,, как фокусы луча Х,\,, совпадают с точ- 
ками М, и М,. Кроме того, так как луч №№, совпадает © лучом 
М.М. и фокальные плоскости ММ. М, и М,М.М, совпадают е нло- 
скостями № М№,Х, и М, Х,Х., то и точкя Х., Х, совпадают с точ- 
камы М., М.. 
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`Мы можем присоединить, следовательно, к условиям (8а—5с) 
следующие: 


М, =2М,, № =2М,, №, = 23М:, №. = 2М.. (9) 
Уравнения (8а) дадут теперь 
А — 195) № — зб. (10) 


Уравнения (85) и (8е) можно разбить каждое на два, рассмат- 
ривая отдельно производные по ц и по г: 


(№, №) + (№№, ) = А (М, М,) А (М.М, ) + Л, (М. М,), (11а) 
(МУЖ) -- Мы) — А ВЬМЫ + БМ) 2 МЫ), (ИЬ) 
(№„ Ма) Е (№М№,,) = и (М Ма) -- в (ММ. ) - в (М.М.), (11°) 
А (№М№.,) = и (М. М,) -Ы(М. М, ) -- в (М.М... (а) 
Здесь производные М;› М;, можно заменить © помощью таб- 


лицы (2). Производные №, №, могут быть получены помощью 


такой же таблицы для [М’]. Действительно, тетраедр [№] полу- 
чен из тетраедра [М’] проективным преобразованием, а такое 
преобразование ие меняет компонентов проективных движений 
тетраедра. 

После такой замены мы подставим вместо Х; их выражения 
по формулам (9) и сравним коэффициенты у отдельных членов 
(М;М,), между которыми не может быть линейной зависимости, 
ибо прямые (М;М,), т. е. ребра тетраедра, заведомо не лежат 
в одной плоскости. 

Мы получаем таким образом систему уравнений: 


д ‚ й р 
ШЕЛ = 124 = 652, 5’ = Р1— В, ТЕР (12а) 
О ИИ ПИ НЮ, (12Ъ) 
М1 = М2) М р = Мр, п’ра = Пра, Паб = Иль, (12с) 
На ре, мы РИЕР. (42а) 


Из (12а) и (10) следует рз = 21, 24 = 5». 
Если, кроме того, обозначим 


ь $ (13) 
62 
то уравнения (12Ъ, с) примут вид: 
тт, те, ВА, В (14а) 
у Е А. и 
ВИ = т, МЕ У, АН = А. (4) 


Остальные уравнения (12а,4) определяют коэффициенты про- 
порциональности А., де, которые нас сейчас не интересуют. 

Уравнения (14а, Ъ) определяют 3 компонентов перемещений 
тетраедра [М’], если известно $. Чтобы определить Е 
пару }М'], надо найти остальные 10 компонентов А’, А, 9, 91, 


0" 
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р’, р, 9’, 9 Р’, Ра, так, чтобы они и первые 8 компонентов 
(14а, Б) удовлетворяли системе (За—1). 

Так как на 11 неизвестных функций (10 компонентов и вспо- 
могательная функция $) мы имеем 12 уравнений, то в общем 
случае существование налагающейся пары [М’] не обеспечено. 


8 3. Конгруэнции, аесоциированные в совместном изгибании 


Пусть нам дана какая-нибудь конгруэнция (М,М.); ту кон- 
груэнцию (М.М.), которая вместе с данной образует пару [М], 
допускающую проективное изгибание, мы будем называть ассо- 
циированной в совместном изгибании. Поставим за- 
дачу: найти конгруэнции, ассодиированные с данной. 

Мы : эжем задать первую конгруэнцию (М,М,) компонентами 
проекти ‘ых движений какого-либо нормального  тетраедрг 
ГМ.М.М, |, связанного с конгруэнцией, например, тетраедра 
Вильчинского, со значениями компонентов 


р — 0, 4 8 0, Ра т 0, Ч: 0 м \ (1 5) 
Ао. ФР а п. ) 


удовлетворяющих системе уравнений (ба—а4). 

Пусть теперь с’этой же конгруэнцией (М,М.) связан второй 
нормальный тетраедр [М.М.М.М.,] с компонентами проективных 
движений 

О И А 


так что конгруэнции (М.М), (М.М.) допускают проективное изги- 
бание с налагаемой парой [М"]. 

Компоненты (15) и (16) связаны соотношениями (5а—с). Ком- 
поненты (16) и компоненты налагаемой пары [М’] удовлетворяют 
уравнениям (14а, Ъ). Наконец, компоненты [М’] со своей стороны 
должны удовлетворять основной системе уравнений (За—{) с заме- 
ной величин (16) на величины, обозначаемые теми же буквами, 
но со штрихом наверху. Эти уравнения мы будем обозначать 
(За’— 1’). 

Если величины (15) даны, уравнения (5а—с) определяют ком- 
поненты (16) через четыре функции р, 4, р:. 91. Внося эти значе- 
ния в уравнения (14а, Ъ), получим: 


т’ — 88, — 94, — Ри, пи = 88, — 94, — Ри, 

В’=В—Рр р*—9.А— 498, —Рь, В:=В,—Р.ри—р!—9А,—9:8— ра, 
} у х 

п’—$ (5, — 4, — Р19 — 2%), п Чери 


7? и ТА й Л =— == 
№’ =3 (4, —Р.А—Р9—р9—р.А—4,), №, = - (А, ,—РА—Р,9,—р 9, 
— РА, — Ч,). 
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Эти уравнения надо присоединить к системе (За’—!”). Все эти 
уравнения можно написать в виде системы: 


Ри = 56, — 99. — т’, вл ое 


и =т—р4—МЬ—у, ФМ РА — РА, о 
Ри = 6'01 9’ 41 т’, (17°) 
Р, = А’: — 9'41— т’, (17а) 
ера" 4’ п’. (17е) 
А, — 4ь = Р:А’' -- Р’д’- М, (171) 
те Би (Р-р) = 55 м Ч: Ш (175) 
и, — М, = В'5' — А: А’ М’ — Р’п’ — 9’ (т'’—т!), (175) 


к которой надо добавить уравнения, получаемые заменой и на г. 
Система (17а—1) не полна. Уравнения (17а, Ь) определяют произ- 
водные от р, 4, ри, 4, по и и по г. Дифференцируя левый стол- 
Сец по г, правый по и и исключая производные с помощью дру- 
гих уравнений системы, получим: 


ПРЕ Р орд ры Ч.) ет 


9 / 
= №, (А’— АЗ) = —п (#=%) -|- и, (9’— 99), (18а) 
ПР 2. 20} А (9 — 98) + 
р и о ^ 
м а. — — и (5—8) + п 2 (18) 


ный й , ди й Г дшх РЕ 
(т — т) (9—9) = № (ие в ) 


В ле оо) рва ВО) 


9 до 
, А И: уп 8 А 
(ти — т’) (91 — 4.) М, (р 3 г. Р® ) = В’ (А, —А,) — 
о ^ ‚ ‚ 7} д д 
и Ё (Р-р) — 39° ] (18а) 


Вводя новые независимые переменные 
одет, ‘8—9, 5), 

мы сумеем разрешить уравнения (17с—1) относительно производ- 
НР ол о р. РР, Ао: № ох. Выося 
эти значения в уравнения, полученные дифференцированием по & 
уравнений (18а—а), мы получим 4 уравнения для производных 
от 4’, 9, В’, В,, №’, №. Если матрица, составленная из коэффи- 
циентов при этих производных, ранга 4, то мы можем разрешить 
эту систему относительно четырех из этих производных. Так как 
определители этой матрицы содержат существенным образом не- 
известные функции, то, давая им подходящие начальные значе- 
ния, мы можем всегда получить определитель отличный от нуля. 

Таким образом мы можем задать три неизвестные функции, 
например, 4’, 41 и У—как произвольные функции двух аргумен- 
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тов. Если, кроме того, дать начальные значения р’, р, Р’, Ри. 
5’, 6, А’, Да, В’, Ву, п’, пи как произвольные функции от 8 при 
9 =а. п начальные значения р, 0, [1 9, как произвольные по- 
стоянные для 9 = 0%, @ = 3, то система (17а— 1), (18) определит 
единственную ассоциированную конгруэнцию (М. М.) и налагаю- 
щуюся пару [М'’]. Так как $ задается произвольно и всегда может 
быть выбрано отличным от единицы, то налагаемая пара [М’] не 
тождественна первоначальной [М] (не может быть получена из 
нее проективным преобразованием). 

Ассоциированная конгруэнция зависит, следовательно, от трех 
произвольных функций двух аргументов. Так как положение 
луча М.М. зависит от четырех координат р, 4, л; 41, то снова 
приходим кц заключению, что не всякая пара конгруэнций изги- 
баема. 


$ 4. Общие свойства изгибаемых пар 


Мы видели, что при проективном наложении 1-го порядка 
двух конгруэнций фокусы переходят в фокусы, фокальные плос- 
кости в фокальные плоскости и рэазвертывающиеся поверхности 
соответствуют развертывающимся поверхностям. Отсюда следует. 
что развертывающиеся поверхности, фокусы и фокальные плоеско- 
сти второй конгруэнции обеих пар тоже совпадают при наложе- 
нии. Это сейчас же следует из уравнений (14а, Ъ). 

Фокальная плоскость есть ` эсательная плоскость к разверты- 
вающейся . поверхности конгруэнции. Если она пересекает луч М.М, 
в точке М, - УМ, ип буквой Р обозначить текущие координаты, то 
уравнение такой плоскости можно написать в виде: 


(М: + УМ,, М», М.Р) = 0. (19) 


где из четырех строк определителя написана только одна. Так 
как характеристика семейства плоскостей (19) совпадает с лучом 
М.М., то уравнение, получаемое дифференцированием (19) вдоль 
развертывающейся поверхности, должно удовлетворяться и точкой 
> = М. и точкой Р =М.. Внося в уравнение 


[4 (М, - УМ,), М., М, Р] Е [М, -- УМ,, аМ., М, Р]-- 
+ [М УМ, М,, аМ., Р] =0 (20) 
эти значения, получим: 
(М, -ЕУМЬ, М. 4и -- М, ас, М, М,) = 0, 
(М, -Е УМ, Мь, М, аи М, Ас, М.) = 0, 
или, пользуясь таблицей (2): 


у(таи -- Ваг) = паи + №аг, \ 
у (М. аи + п.) = В. аи + так, | 
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тде 4и:4е соответствует перемещению вдоль развертывающейся 
поверхности, огибаемой плоскостью (19). 

Исключая отсюда у, получим дифференциальное уравнение 
развертывающихся поверхностей конгруэнции (М.М.): 

(тВ, —п\,) ди? -- (тт, - ВВ, — ММ, — пп.) аи ас + 
- (Вт, — п. М) 4%? = 0. (22) 

Исключая 4и:4гс, получим уравнение, определяющее у, т.е. 
‘фокальные плоскости 
уй 7 -о 
у? (тп: — ВМ,) -у(ВВ, — тт, — пп, + №ММ№,) + пт, — МВ, = 0. (23) 

Наконец, если в уравнении (20) считать дифференцирование 
в произвольном направлении, то оно будет удовлетворяться коор- 
динатами фокуса Р — М, — $М.. Полагая один раз дифференциро- 
вание вдоль линии и, другой раз вдоль линии с и пользуяеь 
‘таблицей (2), получим 


ут — В = с (УМ, — п), 
уп — М = с (УВ, — т); 
‘откуда, исключая у, 


52 (М, т, —пВ,) + 5(ВВ, — тт, - пп, — ММ) + тМ— Вп = 0. (24) 


Такие же уравнения определяют развертывающиеся поверхно- 
‘сти, фокусы М; + с’М. и фокальные плоскости (М;, Ма, М. Ёу’М,) 
конгруэнции (М.М) второй пары. Если эти уравнения преобра- 
зовать по формулам (14а, Б), то заметим, что уравнение (22) со- 
хранится неизменным, а уравнения (23) и (24) дадут соотношения: 


У 5%, ©’ =. 
Формула (13) показывает, что при наложении фокусы М, + сМ. 
и М. -о’М, и фокальные плоскости совпадают. 

Обратная теорема не верна: соответствие развертывающихся 
поверхностей, фокусов и фокальных плоскостей обеих конгрузн- 
ций первой и второй пары недостаточно, чтобы пары налагались. 
Сохранение уравнений (22), (23). (24) дает 6 условий на компо- 
ненты обеих пар, в то время как система (14а, 5) содержит 
8 уравнений. 

Заметим еще, что если развертывающиеся поверхности обеих 
конгруэнций первой пары соответствуют друг. другу, то тем ;ке 
свойством обладает и вторая пара. Если фокусы одной из двух 
ассоциированных конгруэнций лежат в фокальных плоскостях 
другой, то это свойство сохраняется при изгибании. 


$ 5. Изгибаемая пара конгруэнций в преобразовании И 


Особо интересен случай, когда фокусы каждой из конгруэнций 
пары лежат в фокальных плоскостях другой. Тогда прямые, соеди- 
няющие соответствующие фокусы. касаются в этих точках обеих 
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фокальных поверхностей, т. е. косой четырехугольник М,М,М.М, 
описывает своими сторонами 4& конгруэнции с последовательно 
общими фокальными полостями. Такая конфигурация четырех 
конгруэнций называется конфигурацией (7), иначе, противополож- 
ные конгруэнции (М.М,) и (М.М.) связаны преобразованием Т 
[см. (“), стр. 59 и] сл.]. Следовательно, мы ставим задачу: когда 
преобразование Т дает ассоциированную конгруэнцию? 

Заметим прежде всего, что пара конгрузнций в преобразова- 
нии Г при совместном изгибании (если оно возможно) сохраняет: 
это свойство. Действительно, если четырехугольник М.М,М.Мз 
описывает конфигурацию (Т), то поверхности (М.) и (М.) имеют 
касательными плоскостями (М. М.М.) и (М,М.М,). В таком случае 
производные М‚, и М., в разложении по вершинам тетраедра не: 


содержат компонентов по вершине Мь, а М. ,, М., по М,. Таблица (2) 
дает для характеристики конфигурации (Т) равенства: 
Е = (25) 
Система (14Ъ) прямо показывает, что эти условия сохраняются 
при изгибании. 
Внося значения (25) и (14а) в уравнения (За— 1), (За’— Г), но- 
лучим систему: 


Ри = 0'91 —9'91— т, Ра, = 96—91, (26а’). 
Р,=А’А, —4'91—т, РА АА, — 091 — То, (26Ъ’) 
ИРИ Сре. м ры прое 
А, = 9. -- Р.А" Р’’, А1, = 4 + Р’\( | Р:91, 264’) 
В, = т, т(Р’- р’), В = т по (Р-р, (266) 


85’ — В: \'=4'’(т—т:), В,5, — ВА: = 91 (т. —т). (26) 
Сюда надо добавить такие же уравнения для компонентов без: 


штрихов, которые мы будем обозначать (26ба—1). 
Если т и т, не нули, то, сравнивая (26е’) и (26е), получим: 
Р’-р’=Р-+р В-ры=Р р. (27) 
Определяя отсюда Р’, Р; и вносяв (26Ъ’), с помощью (26а’, а, Ъ), 
получим единственное уравнение: 
А’ 5'0, — 24'41 = АА, + 88, — 2441. (28). 
Если ввести новые независимые переменные 


оао а 


7 


то уравнения (26а’), (26а, 5) можно разрешить относительно произ- 
водных от р, р:, Р, Р:, р’, ри по &. Дифференцируя по а (261, Г) 
(28) и присоединяя к уравнениям (26, с’, а, 4’, е), мы можем: 
разрешить полученную систему относительно производных по & от: 
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Д, Ат, 5, 81, 4, 91, 4’, 91, В, В, т — ть А’, А, 5’, 9, если опре- 
делитель системы 
64, — 6’^А, > их’ 
+ 2 (8; — 4'81) 2+ 
--З(Е- 1) (АЛ, -- 58, — А’А, —55,) 


^^ 


ЕЕ) Аи 


— (3=-1) (95, 91А —9'5, —9:А’) о } (ве — — Ни — ть ^ 6 (29} 


я Я 
где = = сопзё (любое постоянное) и © = а не равен нулю. Следо- 
ул 


вательно, можно задать те -- т, как произвольную функцию двух 
аргументов и, кроме того, начальные значения 16 неизвестных 
функций, например А, Д,, 6, 8:, А’, А:, 9’, 61, В, В,, р, р, р', |, 
Р, Р,, тЕ—т:, для & = 0 как функции одного аргумента 6. 
Величины (, 41, 9’, 491, Р’, Р! и 8: определяются в конечном виде 
уравнениями (261, !'), (27) и (28). 

Мы увидим в дальнейшем ($ 8), что всякая пара конгруэнций 
в преобразовании ТГ налагается на пару взаимно-полярную. Если 
это оставить в стороне, то, так как произвольная конгруэнция 
зависит от двух произвольных функций двух аргументов, а допу-. 
скающие совместное изгибание две конгруэнции в преобразовании 
Т зависят только от одной функции двух аргументов,—не всякая 
конгруэнция допускает преобразование Тв ассоциированную кон- 


груэнцих. 


$ 6. Замечательные конфигурации (Т) 


Возможность произвольного задания функции т: -- пы, где Е — 
любое постоянное, позволяет найти ассоциированные пары кон- 
груэнций в 060бо замечательной конфигурации (7). Таких конфи- 
гураций две. Если 


Пе = 0 (30) 
то уравнение (261), если А, А, не нули, дает 
| АД, — 68, = 0, (31) 


а это показывает, что конгруэнция (ММ.) есть конгрузэнция И”. 
Действительно, асимптотические линии на поверхности (М,) опре- 
деляются уравнением 
(М.М, М,,4?М,) = 0, 
которое с помощью таблицы (2) можно переписать в виде 
4и? — А4ъ? = 0. (32а) 
Точно так же найдем, что асимптотические линии на (М,) опре- 
деляются уравнением 
А, 4и? — 5, 4е? = 0. (325) 
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Эти асимптотические в силу (34), очевидно, соответствуют: 
Точно так же докажем [см. (4), стр. 73], что асимптотические на (М.) 
и (М.) определяются тем же уравнением (32а). Таким образом че- 
тыре конгруэнции конфигурации суть конгруэнции И’ и сама кон- 
фигурация совпадает с той, которая получается в теореме Бианки 
о переместительности асимптотических преобразований. Такая 
конфигурация называется [см. (4), стр. 75] конфигурацией Бианки. 

Система (26 а—1, а’) и (30) определяет конфигурации Бианки 
с ассоциированной парой противоположных конгруэнций с 16 произ- 
вольными функциями одного аргумента. Налагающаяся пара тоже 
принадлежит к некоторой конфигурации Бианки. 

Другая замечательная конфигурация определяется уравнением 


т-- т, = 0. (33) 


В этом случае [см. (4), стр. 76 и (3), стр. 314 и сл.] пара кон- 
груэнций (М,М.), (М.М.) расслояема, т. е. существуют два семей- 
ства со’ поверхностей У и У’, так что касательные плоскости 
к каждой поверхности У) в точках пересечения с М.М, проходят 
через М.М., а касательные плоскости к У в точках пересечения 
с М.М. через М.М.. 

Система (26 а—1, а’—!), (33) определяет расслояемые ассоции- 
рованные пары с 16 произвольными функциями одного аргумента. 
Налагающиеся пары тоже расслояемы. 

Если расслояемая пара состоит из двух конгруэнций, принад- 
лежащих одному и тому же линейному комплексу, то компоненты 
‘тетраедра удовлетворяют, кроме уравнений (25) и (33), еще усло- 
виям [см. (3), стр. 50] 


А=8,, 4. =8, 9=0:, Р=р, Ри =р.. (34) 
Допустим, что налагающаяся пара того же рода, т. е. удовле- 


творяет условиям (34), написанным для компонентов со штрихами. 
"Тогда система (26 а, а’—!), (27), (28) принимает вид: 


Ри = 86, — 9? —т, Ра, = 88, — 92 т, (35а) 
бь = 4ы + 28 - Р14, б1и = Че + Р18; + Р41, (35Ъ) 
В, = т, + 2тр, В, = — т, — 2тру, (35°) 
А — В,8, = 2тц, (354) 
оО, р, = 881 —9’ т, (35а’) 
бь = Чи + р’8’-{ р19’, а, = 4ь + рл18: + Р’4’, (35Ъ’) 
В’ — В,8, =2тд’, | (354а^) 
р’ =р, р = р, 081 — (= 88, — 4. (35е) 


Она определяет искомые пары с 10 произвольными функциями 
одного аргумента. 
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$ 7. Первый оеобый случай. 
Конгруэнции И” е двумя линейчатыми фокальными поверхностями 


Определитель системы (29) состоит из двух множителей. Пер- 
вый множитель обратится в нуль при всяком выборе © и Е, если 


ВА, = 6’ Ау, 48; = А’, (Зба) 
АД, + 88, = А’: 8’, (36Ъ) 
ЧА1 - 9:8 = 9'А: + 910’, 91 + 4А = 961 + ЧА’. (36с) 


Возвышая (36Ъ) в квадрат и вычитая учетверенное произведе- 
ние уравнений (36а), получим: 
(ЛА, — 561)? = (А’А, —0'61)?, 
откуда или 


ЛА, — 08, = А’А. —6'5, 
и следовательно, 


о (37) 
или 
АЕ 6, 
п значит, 
а О (38) 


В первом случае мы можем разрешить уравнения (36а), (37), 
вводя вспомогательную функцию {: 


0 ДЕТ ОА. (39) 
Внося эти значения в (36 с), получим: 


(Ра) (4и— 998 =0, \ 


р (40) 
И о 
(+ ий Ч) В, - (91 —4а)А =0, 
откуда или 
@' = 14, 9 = 141 (41) 
или 
И (42) 


Остановимся на первой возможности. Внося значения (39), ( 
в уравнения (26а’) и сравнивая с (26а), получим: 
Па Рин ба Ра 
Следовательно, р’—р есть функция одного г, а р— и 
одного и. Меняя нормирование вершин второго тетраедра [М’] по 
формулам (4), мы приведем эти разности к нулю, и следовательно, 
в силу (27) получим: 


= 
= 
— 


р Иер, Р=Р; Ру Рь (43) 
Внося теперь значения (39), (41), (43) в уравнения (26с’, 4’) 
и пользуясь (266, 4), получим: 
9—9 = 0, А А (4) 
НА —0) | 
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Отсюда или 
1, = 0, 1, = 0, 
т.е. { есть постоянное, которое можно привести к единице новым 
нормированием вершин М; [не нарушая равенств (43)] и тогда все 
компоненты [М’] совпадают с компонентами [М], т. е. обе пары 
проективно эквивалентны, или 
18 = 4?, 4,8, = 41, 058, = 941, АА, = 991. (45) 
При этом условии пара конгруэнций в конфигурации (Т) из- 
гибаема. Все уравнения системы (26ба’—1”) сведутся к одному урав- 
нению, например, первому уравнению (44) на неизвестную функ- 
цию {, которое и определит ее с одной произвольной функцией 
одного аргумента. Нетрудно теперь заметить, что направление 
лучей М.М., ММ, совпадает с асимптотическими направлениями 
поверхностей (М,) и (М,). Действительно, из таблицы (2) получим: 


М, 4 М,, 6 —= ОрМ, М3; 


следовательно, луч М.М. касается на поверхности (М,) линии 

ди — 494е =0 (46) 
и в силу (45) это значение 4и:4е удовлетворяет уравнению (32а), 
определяющему асимптотические линии на поверхности (М,). Кон- 
груэнция асимптотических касательных имеет только одну полость 
фокальной поверхности, между тем как луч М.М, имеет по край- 
ней мере два различных фокуса М, и М.. Следовательно, конгруэн- 
ция (М, М.) вырождается. 

Нетрудно проверить, что линии (46) на поверхности (М,) — 
прямые, поверхность (М.) — линейчатая и конгруэнция (М.М. со- 
впадает с семейством прямолинейных образующих ее. Новерх- 
ность (М.) совпадает с поверхностью (М,) так, что точки М, и М, 
расположены на одной прямолинейной образующей. Поверхности 
(М) и (М.) тоже совпадают и точки М, и М. лежат на одной прямо- 
линейной образующей М.М.. Образующие М.М, и М.М, соответ- 
ствуют друг другу. 

Конфигурация (Т) вырождается. Пара конгруэнций состоит из 
конгруэнции И” с линейчатыми фокальными поверхностями и вто- 
рой конгруэнции тоже И’ с теми же самыми фокальными поверх- 
ностями, которая в частности может совпадать с первой. Соответ- 
ствующие лучи касаются каждой фокальной поверхности в точках, 
лежащих на одной образующей. 


$ 8. Второй оеобый случай. 
Две пары взаимно-полярные 


Если имеет место равенство (42), то оба случая (37) и (38) 
совпадают. 
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Вводя вспомогательную функцию у, мы можем представить 
уравнения (36а), (38) в виде 
А ; 6 


5’ = УА,, и. АЕ, А — у. (47) 
Внося эти значения в (36Ъ), получим: 
о Ч.) 8-Е (91у— 9) 1 = 0, (18) 
(+ = 4) А - (41 — 9) 81 =0, (49) 
откуда или 
9’ = У01, 91 =— > 


или 
ДА, == 001. 
В этом ‘последнем случае, вводя новую вспомогательную функ- 
цию т, можно представить уравнения (48) в виде 
1 


4’ = (4: - Аи"), о (50) 
Между тем уравнение (28) в силу (38) дает 
ты 
9 4: — 991. 
Внося сюда значения (50), получим, если т не нуль, 
И МЫ 
р 6 5 


и, следовательно, выражения (50) принимают вид: 

А ‚ ВО ы 
= Е к ьы : 
У а, (50) 
Если ввести новую функцию 


А 
Е =у-;, 


то уравнения (47), (50’) совпадут с уравнениями (39), (41). Если же 
- равно нулю, то уравнения (50) совпадут с уравнениями (49). 
Внося значения (47), (49) в уравнения (26а’), (26Ъ), получим: 


, А 
Ри Ру , Ра, = 2 1, 


Следовательно, ]р’— Р есть функция одного т, р —Р, 
одного и. Нормируя вершины М; по формулам (4), мы приведем 


обе эти функции к нулю. Уравнение (27) дает тогда 
р’=Р, м=Рь Р’=р, РЕ =Рь (51) 
Внося теперь значения (47), (49), (51) в уравнения (266’, 4’) 


и пользуясь (26е, 4), получим: 


Ус А: = Уши, Уи А = \, 4, \ (52) 
Мид — УЧ У 0 = Уна. | 
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Если эти уравнения не определяют у,, У›, то мы снова полу- 
чим уравнение (45). В противном случае 


Уи = 0, У, = 0; 


у есть постоянное, которое опять можно привести к единице но- 
вым нормированием тетраедра [М']. Итак, произвольная конгруэн“ 


ция и ее преобразование Т изгибаемы и налагающаяся пара опре- 
деляется условиями: 
А О Е Ц 
й / й Р й Р 72) 28 72% | (53) 
4 = 91, 91=09, р =ЬР, п=Еь == 71% в == 
Геометрический смысл уравнений (52) чрезвычайно прост. Не- 
трудно заметить, что грани тетраедра [М] определяются танген- 
циальными координатами 


шт; = 2(М5М Ма), = 2 (М. М.М,), р (54) 
Из = 2 (М.МзМ.), та = 2 (М. М.М.), 


где о — произвольный множитель и каждая скобка (М.М, М)) обо- 
значает один из четырех миноров матрицы, составленной из четы- 
рех одно›одных координат точек М;, М, и М,. 

Дифференцируя (54) и пользуясь таблицей (2), мы составим 
новую таблицу компонентов проективных перемещений тетраедра 
[М] для тангенциальных координат его граней. Если множитель 
пропорциональности о определить уравнениями 


О що 9 1 == 
ЕР о =Р— р, (55) 


которые образуют вполне интегрируемую систему в силу (3а), то 
искомая таблица компонентов примет вид: 


И йо 3 м: а 102 м ЩЯ 


и, И А 0 1 мц, р 91 О 
и Е НЫ 1 
т», | 9 в 0 1 м», | ^ Це 0 
= к арены = 1 Е Б ь 
(56) 
| т м 0 — 4, ш:,| А 7, | —Рр | — 6, 
ДУ 
па де В 259 ш: | № | | —а 0 
| | В 


Нетрудно заметить, что таблица (56) в силу равенств (14а), 
(45) и (53) совпадает с таблицей компонентов (2) тетраедра [М]. 
Совершим теперь коррелятивное преобразование пространства так, 
чтобы грани ш; тетраедра [М] в его начальном положении перешли 
в вершины М; соответствующего тетраедра [М’]. Тогда очевидно 
исе тетраедры [М] преобразуются в соответствующие тетраедры [М'] 
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и пара конгруэнций (М.М,), (М.М.) будет преобразована в пару 
(М.М,), _(М:М.). Итак, любая пара конгруэнций, находящихся 
в отношении преобразования Т, проективно изгибаема и нала- 
гается на пару конгруэнций, получаемых произвольным корреля- 
тивным преобразованием. 

Обратно, чтобы пара конгруэнций [М] налагалась на корреля- 
тивную ей пару [М’], надо, чтобы соотношения на компоненты 
обеих пар, получаемые из сравнения таблиц (2) и (56), были со- 
вместны с основными соотношениями (14а, Ъ). Нетрудно заметить, 
что соотношения (14а) удовлетворены. Что же касается условий 
на компоненты п, п, №, М№,, то сравнение таблиц (56) и (2) дает 


Ю’ == А = А’ А 
Сопоставляя их с (14), получим два уравнения 
АМ —9л, 2 =, 
откуда, исключая 9, получим 

ЕН ААУ (57) 
Если условие (57) удовлетворено, то пара конгруэнций [М] на- 
ложима на коррелятивную ей пару [М']. Какова бы ни была пер- 
вая конгруэнция (М.М), к ней можно подобрать вторую (МзМ.) 


с тремя произвольными функциями двух аргументов, чтобы полу- 
чаемая пара удовлетворяла поставленному требованию. 


$ 9. Третий особый случай. 


Пара конгруэнций, взаимных относительно нуль-еиетемы линейного 
комплекса 


Второй множитель определителя (29) обращается в нуль неза- 
висимо от значений ©, если 

ПЕ О-В: = 0 №. (58) 

Уравнения (26 Г’) при условии (58) исчезают тождественно. Если 


т = т =0, то прямая М.М. неподвижна. Если т, т, не нули, 
то уравнения (26е’) дают попрежнему 


о о ан (59) 
Исключая Р’, Р, из (26Ъ’), опять получим 


Мы можем задать 4’ как произвольную функцию двух пере- 
менных, исключить 4, с помощью (60), и тогда система (26а’), 
(26е’), (264а’) определит р’, ра, А’, Дл, 5',61 с 6 произвольными функ- 
цияммы одного аргумента. о 

Итак, пара конгруэнций, определяемая уравнениями (25), (53), 
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всегда изгибаема, и налагающаяся на.нее пара зависит от одной 
произвольной функции двух аргументов. 

Легко видеть, что обе конгруэнции (М, М.) и (М,М.) принадле- 
кат одному и тому же линейному комплексу. 

Принадлежность лучей М.М, и М.М. линейному комплексу 
можно записать в виде уравнений: 


УХе(мм.) = 0, Хе си,мо =0, (61а) 


где суммирование идет по всем ‘координатам прямой и с (индексы 
которых опущены) суть постоянные числа—коэффициенты в урав- 
нении комплекса. 

Если лучи конгруэнции принадлежат линейному комплексу, 
то и весь пучок прямых, расположенный в фокальной плоскости 
с центром в фокусе, принадлежит комплексу, ибо два бесконечно 
близких луча конгруэнции, пересекающихся в фокусе, принадле- 
жат такому пучку. 

Так как вершины четырехугольника М,М,М.М.—фокусы на- 
гих конгруэнций, а плоскости его смежных сторон—фокальные 
плоскости, то лучи М.М., М.М. тоже принадлежат комплексу; 
следовательно 


Уемм. =0, Уе(м,м,) = 0. (64Ь) 


Равенства (61а, Ъ) должны соблюдаться при всех изменениях 
и, с, ибо все лучи конгруэнции принадлежат комплексу. По- 
этому их можно дифференцировать. Помня, что (М;М,) есть опре- 
делитель, имеем 


д 
в (МаМь) = (М М») - (ММ). 
Пользуясь таблицей (2) и принимая во внимание (25), получим: 


1, Уе(мм,) =0, — В Ус(ММ, =0. (61с) 


Хе (М.М. + т, Хе (мм, = 0. | 


р с (М.М. ) + т р е(М.М,) = 0. | (61а) 


Так как лучи М.М, М.М, не могут принадлежать ком- 
плексу (плоскости, сопряженные точками М, и М. относительно 
комплекса, суть М.М.М., М.,М.М,; следовательно, М.М, и М.М, 
взаимны относительно нуль-системы комплекса), то из (64е, 4) 
следует (58). Дифференцируя еще раз (634), придем к тождеству 
в силу (3е). 

Обратно, при условии (25), (58), все шесть координат 

(М.М;) =х, (М.М) =у (ММ =» (М.М, =, } 


(М.Ма) + т(М,М,) =ф (62) 
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удовлетворяют вполне интегрируемой системе линейных уравнений: 


Хи = — 48 - %, 1, = (р—Р)— А 91, ) 

Уи — (р1—Р\)у ЕЕ 412—411, Иь — 012 — 91, 

ди = — А 8 — Р:л, 2ь = — 412 + Чу рё-+ $, $ (63) 
1, = 415 — 499 + ри —Ф, 1, =011 —Ау— РЕ, 

фи = 2тё — Р!®, фь = —2т — Ру. 


Следовательно, всякие 6 решений связаны линейным соотно- 
шением с постоянными коэффициентами, т.е. имеют место уравне- 
ния (63а, Ъ, 4). 

Итак, пара конгруэнций, взаимных относительно линейного 
комплекса, изгибаема и налагающаяся пара (того же рода) зави- 
сит от одной произвольной функции двух аргументов. 


$ 10. Периодическая е периодом 4 поеледовательность Лапласа 
Результат изменится, если 
В=0, В -—0 (64) 
и т не равно т:. Тогда уравнения’ (26 {, {’) дадут 
4=0, 91=0, 9=0, 91=0, (65) 
уравнения (26 е, е’) дадут, если т и т, не нули, 
Р’+р’=Рр, Р-р = Р-р. 
Допустим, чтобы упростить рассуждения, 
р’=р, м=р, Р’=Р, Р.=Р,, 
тогда уравнения (26а’, Ь’, а, Ь) дадут 
А’А, =ЛА, 00 =00, (66) 
а уравнения (26с’, а’, с, 4) после интегрирования 
оо, №0, = 5 -А ИА. А ПА, 
тде И, 0., Г, У, функции одного и или одного с. 


В силу (66) 


п 
суть постоянные. Одно из них можно привести к единице, меняя 
нормирование вершин тетраедра [М’], но другое останется; если 
оно не равно единице, то вторая пара [М”] проективно отлична 
от первой; следовательно, пара конгруэнций, определяемая усло- 
виями (25), (64) нри т = та, изгибаема. 

Нетрудно выяснить геометрический смысл этих условий. Таб- 
лица (2) дает теперь 


М. =5МЬ, М, = РМ, - М,, „М, = тМ,, М. = — РМ. —АМ.; 


следовательно, развертывающиеся поверхности всех четырех кон- 
О 
ИМЕН, Серия математич., № 3 © 
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груэнций М,М,М.М, суть и = с013%, © = 6013, т.е. каждая кон- 
груэнция является преобразованием Лапласа двух соседних, а вся 
конфигурация ‚представляет периодическую (с периодом 4) после- 
довательность Лапласа. 

Обратно, если четырехугольник М.М,М.Мз описывает периоди- 
ческую последовательность Лапласа, то, очевидно, имеют место 
уравнения (25), (64), (65). Будут ли т и т, равны между собой 
или различны, пара конгруэнций будет изгибаема, но если т = пи, 
то она наложима на пару того же рода (с компонентами 4’ = 
=4:=0), а если т равно ии, то у налагающейся пары 4’, 41 
могут быть отличны фот нуля, т.е. налагающаяся пара не дает 
периодической последовательности Лапласа. 

Итак, пара противоположных конгруэнций периодической с пе- 
риодом 4 последовательности Лапласа всегда изгибаема и нала- 
гается на пару того же рода. Исключение составляет только пара 
конгруэнций, взаимных относительно линейного комплекса; она 
тоже изгибаема и налагается на пару, взаимную относительно 
комплекса, но она может и не входить как пара противополож- 
ных конгруэнций в периодическую последовательность Лапласа. 


$ 11. Четвертый особый случай. 
Сопряженная расслояемая пара 


Нам осталось рассмотреть еще один случай, ранее исключен- 
ный, —когда В и В, отличны от нуля, но 
т = 1 =0. (67) 
Уравнения (26е, е’) принимают вид 
В. =0, В, =0; 


следовательно, В есть функция одного ©, В, — одного и ив силу 


АВ 

(261) отношение РЯ 

нице, а В = А, к любой постоянной. 
Уравнения (261, {”) дадут 


=, М=&, =, 4. (68) 


можно привести, меняя параметры ци, ъ, к еди- 


Если первая конгруэнция первой пары удовлетворяет соотно- 
шениям (68), то уравнения (26а—4) определят вторую конгруэн- 
цию этой пары с 4 произвольными постоянными. Уравнения 
(26а’—4’) определят вторую пару с 4 произвольными функциями 
одного аргумента. 

Что касается геометрического смысла получаемой пары, то 
уравнения (68) характеризуют [см. (3), стр. 376] конгруэнцию А. 

Уравнения (25), (67) характеризуют две конгруэнции В, обра- 
зующие расслояемую сопряженную пару. Каждый луч любой 
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конгруэнции пары несет со! точек, описывающих поверхности, 
касательные плоскости которых проходят через соответствующий 
луч второй конгруэнции. Развертывающиеся поверхности обеих 
конгруэнций соответствуют друг другу. Очевидно, вторая пара 
является произвольной парой того же класса с тем же значением 
постоянной В = В.. 

Итак, сопряженная расслояемая пара конгруэнций допускает 
совместное изгибание и налагается на любую пару того же рода 
при единственном условии сохранения значения постоянного 
В = А,. Так как при изменении постоянного В = В, конгруэнция 
(М.М,) проективно изгибается, то можно сказать, что пара [М] 
налагается на произвольную сопряженную пару или на пару, 
полученную из нее изгибанием первой конгруэнции. 


$ 12. Изгибание 2-го порядка для первой конгруэнции пары 


Вернемся к рассуждениям $ 2 и посмотрим, не может ли слу- 
читься, чтобы наложение 1-го порядка для пары конгруэнций по- 
вышалось для первой конгруэнции пары до 2-го порядка. 

Уравнение (7а) в таком случае должно удовлетворяться до 
членов 2-го порядка включительно. К уравнениям (8а—с) при- 
соединится еще уравнение 


42 (№ М,) = а? (М. М.) + 2 (1 4и - ^,аъ) а(М. М.) 
- (ди? + 2^1.4и аъ + Аа?) (М.М,), 

где А», — множители пропорциональности. Разбивая это уравне- 
ние на три уравнения сообразно трем дифференциалам 4и?, ди4ь, 
45?, получим: 

(М, М) ии = Л (МаМь)ии -- 2%, (М.М), Ал: (М.М, 

(№, М.) и» =А (М.М). ЧА, (М.М), А» (М. М.) ГЕ А (М.М,), 

(№ М)» = А (М. М.) Е 2А, (М. М.), Е Л» (М.М.). 

Если подсчитать производные с помощью таблицы (2), заме- 
нить координаты М; через М; по формулам (9), сравнить члены 
с одинаковыми скобками (М.М,) и принять во внимание равен- 
ства (10), (12а—с), (13), (14а, Ь), то получим систему: 


в, ы=%, № =94, Да, (69а) 
Ч“ =84, “=Ф, (69Ъ) 
Ир ЕР, ри Р:= р. | Р:. (69с) 


Эти уравнения совпадают с системой (39), (41). Но теперь их 
надо рассматривать совместно с системой (3а—!Ё), написанной для 
первого [М] и второго [М’] тетраедра. Для краткости мы будем 
Обозначать штрихами (За’—!) уравнения, написанные для вто- 
рого тетраедра. 


6* 


396 С. П. ФИНИКОВ 


Исследование системы (3а—1), (3а’—#), (14а, Ъ), (69а—с) ве- 
дется так же, как это мы делали в $ 7 для системы (26а—). 
Уравнения (За, а’) показывают, что р’—ри р: — р: суть функ- 
ции одного © и одного и. Нормированием вершин второго тетра- 
едра мы приводим их к нулю. Следовательно, 

р’=Р, р: = Ра» Р*“=Р, Р: = Р:. (70) 

Уравнения (3с, 4), (3с’, 4’) в силу (69а, Ъ), (14Ъ) дают попреж- 
нему систему (44), откуда или 9— постоянное, которое приводится 
к единице, и вторая пара проективно-эквивалентна первой, или 
имеют место равенства (45) и, следовательно, конгруэнция (М.М) 
есть конгруэнция И’ с двумя линейчатыми фокальными поверх- 
ностями. Вторая конгруэнция (М.М.) может быть выбрана произ- 
вольно при одном условии, чтобы соответствующий луч пересекал 
обе прямолинейные образующие М.М: и М.М. фокальных полостей. 

Действительно, уравнения (45) можно разрешить, вводя вспо- 
могательную функцию # в виде 


8=#4, 8, = 91, А А; = 241. (74а) 
Внося значения (14Ъ) и (71а) в уравнения (3), получим: 
1 
п: м = №. (7) 


Уравнения (71а) очевидно не связывают величин р, р., но 
легко увидеть, что и уравнения (71Ъ) не накладывают на них 
никаких связей. Если воспользоваться формулами (5а, с), (ба, Ь), 
то эти уравнения примут вид: 


( —— 9 14 
а 2 =0, 


от 91 
ь т 2 Ч р = 0. 


(71с) 


Уравнения (71с) получаются, впрочем, непосредственно из сис- 
темы (3°, 4), если туда внести выражения (71а). Следовательно, 
если дана конгруэнция И’ с двумя линейчатыми фокальными поло- 
стями, то мы выбираем прямолинейные образующие за ребра М.М. 
М.М, тетраедра. 

Это приводит нас к формулам (71а). После этого мы можем выб- 
рать р, р: как произвольные функции от и и о, т.е. произвольно 
выбрать точки М., М. на прямолинейных образующих М.М; и М.М, 

Этим произволом можно воспользоваться, чтобы потребовать 
наложение 2-го порядка и для второй конгруэнции (М.М.). 

Так же, как и выше, эти условия запишутся в виде уравнений: 


(ММ) им = | (ММ) т 2 (М; М а)и Е Мат (М.М), 
(№ММа) о = д (МзМа)иь -- ма (МзМа); Мэ (МзМ.), + ва» (МзМ.), 
(№ М)» = В (М.М. дек + 2» (МзМа)ь + Ма (ММа). 
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Подочитывая производные при помощи таблицы (2), заменяя 
№ через М; по формулам (9) и сравнивая члены с одинаковыми 
скобками (М.М,), мы получим, если принять во внимание равен- 
ства (14а, Ъ), (69а, Ъ), (70): 


У, —=0; Эл —=0, Эм —=0, 3-0 
Э№= 0, Эл: —=0, Эл =0, 9,М=0. 


Отсюда или 9— постоянное, которое можно привести к единице, 
и тогда обе пары проективно-эквивалентны, или 


2—0 = М0 =) (72) 


Следовательно, пара конгруэнций образует конфигурацию (Т), 
и луч второй конгруэнции (М.М,) касается тех же фокальных 
полостей, что и луч первой (М М,,). 


$ 13. Изгибание конгруэнции целыми линейчатыми поверхностями 


В $ 12 мы обнаружили попутно проективное изгибание кон- 
груэнций И’ с двумя линейчатыми фокальными полостями. Это 
изгибание обладает замечательной особенностью, которая напоми- 
нает изгибание линейчатых поверхностей. Только линейчатые 
поверхности могут изгибаться так, что целые линии (прямолиней- 
ные образующие) сохраняются неизменными. Перенося это на 
проективное изгибание конгруэнций, мы можем формулировать 
нашу задачу так. 

По определению Картана две конгруэнции проективно нало- 
жимы, если между лучами их установлено взаимно-однозначное 
соответствие и к каждой паре соответствующих лучей присоединено 
проективное преобразование П, которое совмещает эти два луча, 
а их бесконечно близкие—до бесконечно малых 2-го порядка 
включительно. Каждой паре лучей соответствует свое проектив- 
ное преобразование, отличное от всех других. Если все преобра- 
зования П, присоединенные к различным парам лучей, совпадают, 
то конгруэнции проективно-эквивалентны и изгибание тривиально. 

Можно однако поставить задачу искать изгибания, где совпа- 
дают преобразования ПЦ, присоединенные ко всем лучам каждой 
линейчатой поверхности некоторого семейства линейчатых поверх- 
ностей Г, конгруэнции. Такое проективное преобразование совме- 
стит две соответствующие линейчатые поверхности /, обеих кон- 
груэнций; лучи бесконечно близких поверхностей будут совпа- 
дать до бесконечно малых 2-го порядка включительно. Нетрудно 
заметить, что такое изгибание возможно только для конгруэнций 
И’ с линейчатыми фокальными поверхностями. Действительно, 
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построим нормальный тетраедр рассматриваемой конгруэнции так, 
чтобы противоположное ребро М.М. совпадало с одним из лучей 
этой конгруэнции, принадлежащим к той же линейчатой поверх- 
ности, как и рассматриваемый луч М.М,. Тогда по условиям за- 
дачи присоединенное к паре лучей М.М,, №№ проективное пре- 
образование П совместит не только лучи М.М,, №М№,, но и лучи 
М.М., №М№., а бесконечно близкие той и другой пары будут 00- 
впадать до бесконечно малых 2-го порядка включительно. Следо- 
вательно, если рассматривать как раздельные конгруэнции, опи- 
сываемые лучами М.М, и М.М., то эти две конгруэнции изгиба- 
ются совместно и налагаются до 2-го порядка включительно. Мы 
видели, что такая пара конгруэнций состоит из двух конгруэн- 
ций И’ с общими линейчатыми фокальными поверхностями. 
Обратно, каждая конгруэнция этого типа допускает изгиба- 
ние, при котором целые линейчатые поверхности конгруэнции 
подвергаются только проективному преобразованию. Действитель- 
но, лучи, пересекающие пару соответствующих прямолинейных 
образующих, составляют, как известно, семейство образующих 
некоторой: поверхности 2-го порядка. Если буквами 1; обозначать 
местные координаты относительно тетраедра [М], то уравнение 
поверхности 2-го порядка, проходящей через стороны косого 
четырехугольника М. М.М,Мз, напишется в виде: 


дата | Ухох: = 0, (73) 


где у—произвольный множитель. 

Если мы переместим тетраедр [М], то местные координаты не- 
подвижной точки Р изменятся. Цифференцируя основное равен- 
ство, являющееся определением местных координат, 


Р = М.х, -- М», -- М.®: + Мах, 


пользуясь для вычисления производных от М; таблицей (9) и: 
обращая в нуль коэффициенты при М;, получим: 


ах, = — 2.р4е — хо (414и + 8,4*) — <. (таи - Вас) — ] 
— 2. (М! 4и + п. 45), | 

Ах. = — я, (64и + 94°) — х.р14и — х. (паи -- Мас) — \ 
— 2. (В. аи + т! 45), ( 

хз = — 2.4 + х.Раь - х. (Ал аи - 49145), 

47. = — ходи + х. (44и - А4ъ) -- х.Р.4и, 


где 4х; означает изменение местной координаты хх, когда тетраедр 
[М] перемещается в направлении ди : ав. 
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Допустим теперь, что тетраедр [М] перемещается так, что 
точки М, и М, двигаются по прямым М.М,, М,М,. Имея в виду 
формулы (71а) и пользуясь таблицей (2), заметим, что отношение 
дифференциалов 4и:4ео при этом будет: 


О ма 1 
аи: ас = НН (75) 


Применяя формулы (74) со значениями (74а), (72), получим 
уравнение поверхности 2-го порядка (73) относительно нового 
тетраедра [М] в виде: 


14а [2.раь -- т. (таи -- В4ь)] - х: [х.4и — я4.Р.аи]— хотза» + 
+ У2з [2.р.4и -- 2. (Вай - т.4ъ)] -- ух, [х.4о + х.Раь] =0. (76) 


Если эта поверхность содержит` ребра М.М,, М.М, в их новом 
положении, то уравнение (76) должно удовлетворяться значе- 
ниями 5. = 0, 2. =Ои хз, =0, х, =0. Подставляя по очереди эти 
значения, получим: 


4и | удо =0, таи- Ваь -- (А, ав - т, 4с) = 0. 


В силу (75) первое уравнение дает 
1 
У = ео й (77) 
а второе обращается в тождество, если воспользоваться (31). Но- 
вые дифференцирования приведут к тождествам. Итак, лучи кон- 
груэнции вдоль прямолинейной образующей М.М. составляют 
поверхность 2-го порядка: 


ла, — 0. (73’) 


В силу уравнений (69а, Ъ) таким же уравнением определяется 
соответствующая линейчатая поверхность такой же конгруэнции 
второй пары [М’]. Следовательно, когда при наложении двух пар 
тетраедры [М] и [М’] совместятся, то эти поверхности тоже со- 
вместятся, т. е. изгибание конгруэнции (М, М.) будет происходить 
целыми линейчатыми поверхностями. 


Институт математики Поступило 
при Московском гос. университете. РА. 1952. 
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<. ЕТМТКОЕЕ. СОХСВОЕХСЕ$ 45$0С1ЁЕЗ ШАМЗ ОМЕ ОВЕОВМА- 
ТГОХ ЗТМОГТАМЕЕ 


ВЕЗОМЕ 


Рапз 1е шбшолге ргёзепё ’ехашлие 1а аогтайоп зипаЦапее 
Че деах сопотиепсез. бот 1а 46 Иоп 4е М. Сагап 4еах Иот- 
гез [М] её [М'] зопё ацез аррисаез раг ипе А@юогтайоп да пе 
огаге, 31 епые 1епгз 616епёз обпёгацеигз М её М’ ипе соггезроп- 
Чапсе Бтаптуодие езб ббафШе её да’А сВааае сопр!е 4ез 616 теп1з 
Бото]озиез [М, М”] ез аззос1ве ипе ВотозтармМе П чат {а1ё сот- 
слег ]ез 6]6теюёз М, М’ её 1еагз лаНиииеп6 у01510$ ]азаа’аах 
1 пиметь ребцез 4е и -- 1 ог@ге ргёз. 

Раг гаррогё А пи соаре 4е сопогаепеез 1а а6огтайот тёте 
а 1 ог4ге п’езё раз Бапа!е: ап соар!е агЬИгалге (М. М.), (М. М.) 
езф та@огтае, та1з адаеШе дае 301 чпе сопогаепсе 4оппее 
(М, М.) оп реаё 11 аззослег ауес 101$ 1опейоп$ агЬИталгез 4е деих 
агоитеп{($ ипе аите (М.М.) 1еПе чае 1е сопр1е о епа зо а6- 
{огтае. М оз арреПегоп$з пе 4ее сопотиепсе сопогаепсе аззо- 
с1ёе 4апз ипе Аавогта мор з1таЦапее. 

Еп ппрозап ипе сопаИлоп зарр!6тепфалге ]’ехатшлие 4ез соп- 
отиепсез а330с16ез Чит зопё еп шёше фетрз {гапз{огиеез 7 ае 1а 
сопогиепсе ргиштйуе. 

Реих сопогаепсез $006 еп ге]айоп 4е 11а ‘тап{огтайоп Т, 1 
1ез 4го1ез Чат ]010пепё 1е5 {оуегз Вото]оещез 4е деах гауопз сог- 
гезроп4апз, фоасВепь еп сез ро1иё$ 1ез паррез !оса]ез. Фи сопре 
агрга1ге 4е сопогаепсез 4апз 1а г@айоп 4е 1а \тап{огтайов Т 
езф аррИса Бе заг 1е соар\е фгапзогтаё 4и ргеплег раг апе сог- 
г6]аМоп. СеШе ргорг166 пе сагасфётзе раз 1а \гапз{огтайоп 7: 
даеПе дие $014 ]а сопогаепсе 4оппёе, оп решё 1а1 габасЪег ауес 
"015 Топсмопз агЬИталгез 4е 4еих агоатеп{з цпе аште 1еПе аиае 
1е сопр!е оепиа $016 аррИсае заг мп соаре фтап{огтё раг 
ипе согг@а оп. Се саз Бапа| ехс!аз, 1а сопогаепсе Чопё 1’азз0- 
с16е еп е36 цие фтапз{огтве 7 езё ипе сопотиепсе рагйса]1ёге фол 
Чёрепа 4’апе {опсйоп агбИташе 4е Чеах агоатеп(з. Те сопре 
аррисае аррагмеп А 1а тёше с]аззе. 

Еп 1015155306 сопуепаетепе сейме !опойоп агБИташе оп 
орет 4ез сопр!ез згайЙаез 4ез сопогиепсез а530616ез ом 4ез 
сопр!ез фат ептепь 4апз мпе сопйсагай оп 4е Влапсв1 (4а №еогёте 
Че регилфар 6 4ез 1тапзогтайо0з азутройиез) ауес зеше 
ото опз атрИталгез 4’ап агоитепе. 

Оп реш по{ег 4ез саз зрёелаих: 41°. Оешх сопогчепсез гёел- 
ргофаез раг гаррогЬ ам зуз46е-па|! 4’ап сотр]ехе 1пба1ге з0пб 
Ч6огта Тез; 1е сопре аррИсаЫе (4е 1а тёше езрёсе) 4ёрепа 9’ипе 
опеЙоп атрИташе 4е 4ешх агомтеп1з. 2°. Фи сопре 4е сопогиеп- 
сез И’ ауес Госа\ез гбо]6ез сопитипез езф а&огтаЫе; 1е соаре 
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аррИсаШе (4е 1а птёше езрёсе) 4ёреп4 4’апе {опсмоп агЪИтате 
9’ап агаитет. 3°. Оп сопре зтайНае соптаси6 ез6 аррисаЫе 
иг п’Нароме чае! сопр!е сопасаё ош заг мп сопре оБепа 
раг ипе Ч@огтамоп рго]десийуе 4’апе сопогиепсе а сопре, 
$1 1ез гауопз 4е 1а зесоп4е сопогиепсе зопё рогёёз раг 1ез р1апз 
‘осаах Вото]осиез 4е 1а ргепиёге. 4°. СВадае сопр!е 4е сопетгиеп- 
сез оррозбез 4’ипе заме 4е Гар]асе рёг1о41иае А рёг1о4е 4 езё а6- 
{огтаБе; 1е сопр!е Ч6огра Ме езё 4е Па шёше езрёсе (А то1тз 
фа’ пе сопМепие 4еих сопогиепсез гёс1ргофиез раг гаррог6 а ип 
сотр!ехе 11пбалге). 

Ге сопр!е 4е сопогаепсез езф Аа6огра е 4а 24 ог4ге рог 1а 
ргетлёге сопогаепсе её 4и 1°т рог а зесопае, $’ сопйепё ппе 
сопогиепсе И’ 4 Тоса]ез г@ёо]6ез 4опё 1е гауоп Вошо]обие 4е 1а 
зесоп4е сопегиепсе 1пбегсер{е 1ез шёштез обпёгайсез гесаетез. 
5$’И ЧюисНе 1ез паррез Госайез аих ро1пбз сопз1Ч6г@ез, $0{ез 1ез 
елх сопогаепсез 5’аррПиаепф заг сеЙез 4а зесоп@ соаре раг чпе 
А@огтаоп 4е 24 огаге. 

Та а6огтайопй ргодесмуе Ч1Иегепыее 4е 1а сопогаепсе И” 
а !осаез гёр16е5’ фда’оп орет, роззё4е папе ргорг16 6 гетагача Ме, 
& зауош: 1ез 4етлачааг1чиез сотшрозбёез 4ез гауопз дат ицегсер{етф 
4еах сёпбга%г1сез гео епез Вото]оеаез 4ез паррез {оса]ез гезбет 
1пуаг1ап(ез реп4апь 1а а6огтайоп. Вес1ргодиетет, 1а а@огта оп 
се ез6 1а зеШе дат сопзегуе 1шуаг1апбез со! гёс]6ез 4е 1а соп- 
сгиепсе. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 


ВОСГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ ОЕ [1/0 85$ 


СЛаззе ез зс1епсез Отделение математических 
ша{петааиез еф пафигеПез и естественных наук 


Л. В. КЕЛДЫШ 


СЧЕТНЫЕ ИЗМЕРИМЫЕ В РЕШЕТА, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ 
МНОЖЕСТВА ИЗМЕРИМЫЕ В 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе даются оценки для типов минимальных элементар- 
ных решет, определяющих В-множества конечных классов. 
$ 1. Две теоремы 06 измеримых В решетах, определяющих 
множества измеримые В 


В этой работе мы будем рассматривать решета, образованные 
линейными множествами измеримыми В произвольного класса а, 
расположенными на прямых, параллельных оси ОХ, с рациональ- 
ными ординатами. Мы пользуемся классификацией измеримых 
В-множеств ‚Бэра де ла Валле-Пуссена ('). В случае, когда все 
элементы рассматриваемого решета являются элементами клас- 
сов @’«&а, мы будем говорить, что наше решето есть линей- 
ное решето (%), где х наименьшее конечное или трансфинит- 
ное число, большее всех чисел а’, и будем его обозначать Са. 
При этом элементарное решето С обозначается С\,. 

Пусть @ элемент* класса а, расположенный на одной из 
сторон прямоугольника ДЛ. Мы будем обозначать Л“ множество 
всех точек прямоугольника /Л, ортогональные проекции которых 
на рассматриваемую сторону принадлежат ©, и будем называть 
это множество гребенчатым множеством (9) или просто «гре- 
бенка 9». 

Таким же образом, как мы это делали для случая элементар- 
ного решета, образованного из обычных прямоугольников, мы 
можем рассматривать решето, образованное гребенками (4), сто- 
роны которых параллельны осям координат. Эти решета образо- 
ваны следующим образом: в прямоугольнике со сторонами, рав- 
ными единице, помещена система гребенок Л первого ранга; 


* Элемент класса « — 6]х — множество, которое является пересечением 
счетного числа множеств классов а 
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внутри каждой из этих грэбенок—система гребенок Л я®) второго 
ранга и т. д. 


Пусть 52 совокупность всех гребенок ранга К. Множеством Ё, 
определенным с помощью этого решета, по определению назы- 
вается проекция в пространство: /.* множества 0%, которое 
является общей частью всех множеств 99 

о 

Пусть дано решето, образованное из гребенок а.’ < 9; мы будем 
его называть гребенчатым решетом (4), где о— наименьшее, 
конечное или трансфинитное число большее всех дв’, и будем его 
обозначать Г.. Очевидно, что всякому гребенчатому (9)-решету 
соответствует линейное (5.)-решето, которое получается, если 
отобрать верхние стороны всех гребенок. Обратное предложение 
также имеет место. 

Повторяя почти дословно доказательство, данное в нашей ра- 
боте (2) для простых линейных решет, можно доказать аналогич- 
ную теорему для решет линейных (4). Поэтому мы будем в даль- 
нейшем всегда рассматривать одновременно два решета: решето Са 
линейное (4) и соответствующее ему гребенчатое (&)-решето. 

Естественно ввести понятие ранга элемента линейного ре- 
шета (0). Элементами ранга К называются те’ его элементы, кото- 
рые соответствуют элементам ранга А соответственного гребен- 


В-+1 

чатого (а)-решета. Элемент ЕТ? ранга К -- 1 подчинен элементу 
к 

р ранга К, если соответствующая гребенка д содержится 


в гребенке Л*®. 


Повторяя слово в слово доказательство Н. Н. Лузина для 
случая обычных прямоугольных решет, можно показать, что 
всякое гребенчатое (д.)-решето может быть упорядочено **. Линей- 
ное (о.)-решето, соответствующее гребенчатому (х) упорядоченному 
решету, называется линейным упорядоченным решетом. 

Рассмотрим измеримое В-множество Е, определенное с по- 
мощью линейного (9.)-решета С„. Известно, что в этом случае 
решето ограничено и, следовательно, дополнение является суммой 
счетного числа действительных конституант. 

Назовем действительным индексом линейного (&)-решета индекс 


первой конституанты ©з, начиная с которой все конституанты 
равны нулю: 
©. =0, 1=№ №аС:=0. 
* / ‚множество всех иррациональных точек оси ОХ (пространство Бэра). 
** Решето называется упорядоченным, если множество проекций на ось ОУ 
гребенок 1-го ранга, и вообще гребенок ранга А-- 1, подчиненных одной 


и той же гребенке ранга А, образует простую возрастающую последователь- 
ность отрезков. 


СЧЕТНЫЕ ИЗМЕРИМЫЕ В РЕШЕТА 405 


Назовем действительным индексом множества измеримого В 
1таЕ наименьшее из чисел ш4С, если С пробегает всевозмож- 
ные элементарные * решета, определяющие рассматриваемое мно- 
яжество Ё. 

Элементарное решето С, которое определяет измеримое В-мно- 
жество Ё и для которого шАС совпадает с шАЁ, называется мини- 
мальным решетом **. 

Мы будем далее рассматривать (&)-решета, определяющие мно- 
жества измеримые В. 

ТЕОРЕМА 1. Бсякое, измеримое В-множество Е, определенное 
с помощью линейного (д.-- 2) решета Сил» с индексом В, может 
быть определено с“ помощью линейного (д.)- решета Со с индексом 
не большим, чем ®В в случае, когда В число второго рода, и с ин- 
дексом не большим ® (В— 1) -- 1, когда В число первого рода. 

Заметим сначала, что, не нарушая общности доказательства, 
можно предположить, что на всякой прямой у=г лежит не 
более одного элемента решета. Это следует из того, что всякое 
линейное (9.)-решето может быть упорядочено без изменения дей- 
ствительных конституант. | 

Пусть теперь С.,+» линейное (в -|-2)-решето, определяющее 
множество Ё измеримое В, и пусть 


12а Сале —= В. 


с ХА 
Элементами решета С,+› являются множества 61(а -| 1). Пусть Е 


к 
элемент решета С.,:› ранга К. Множество ры есть общая часть 
счетного числа множеств вида [ша *** 


Е® - 14%; © Тао. Ч) 


р. 
(где К обозначает ранг элемента 80”). 
Каждый элемент Е® решета С„+» первого ранга мы заменим 


множеством о (помещая это множество на прямой, где лежал эле- 


22 (2) 
мент Е‘). Заменим каждый элемент второго ранга Е ) множеством е?), 


п» +1 2(2 
которое является общей частью множеств и. +9 и ее где множе- 


1 

ство Е® подчинено множеству Е ). Легко видеть, что множество, 
2 й 

предельное для всех множеств её где число п® пробегает ин- 


* Элементарное решето есть линейное упорядоченное решето (1). 
** Определения совершенно аналогичны определениям Н. Н. Лузина для 
случая индексов кажущихся (аррагеп%$) (3). 
ж*ж* | пЁх — достижимое снизу множество класса х, т. е. множество, которое 
является суммой множеств классов < я. 
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о 2 1 
дексы всех множеств Е®, подчиненных множеству Е, со- 
держится в Е, 


Им е@®) С. 


п^ оо 


так как каждая точка множества Пт е®, содержится в бесчи- 


п со 
р т 
сленном числе множеств ое а следовательно, ив Е”. Заменим 
вообще всякий элемент Ё® ранга К множеством е®, которое 


7 Е Е пЕ+Е Е 

является общей частью множеств @1*®, 6%, ..., а, р 
к 1 ь в—1 

где элемент Е® подчинен элементам и, и ем а. Легко 


видеть, как и для случая А =2, что верхнее ‘предельное множе- 
ство для множеств е%}, где число и пробегает индексы всех мно- 
жеств ЕЮ, подчиненных множеству Е, содержится в Е" У 
Нм е®. (= о . 
7(2) со 
Каждое множество е® не более, чем ШЁ!о, так как оно является 
пересечением конечного числа множеств этой природы. Следова- 
тельно, решето, образованное из множеств е(®, есть линейное (а)--ре- 
шето * С,. Легко видеть, что множество КО заключено в мно- 
жестве =, если элемент Е’подчинен элементу Во, Если ре- 
шето С.+.› упорядочено, то упорядочено и решето Са, если рас- 
сматривать каждое множество е®, как его элемент. Множество ©” 


®—1 
есть`олемент решета С. ранга А, подчиненный элементу ©", еели 
элемент Е^ подчинен элементу м 


Покажем, что решето С» определяет то же самое множество Ё. 
Действительно, пусть 2х, точка множества Е. Тогда существует 
убывающая последовательность элементов решета С»-> 

(1) (2) (®) 

У Е 

такая, что прямая х = хо содержит точку. каждого из этих эле- 

ментов. Этой последовательности соответствует падающая цепочка 
элементов решета С 


0 й 
м 


р 
о содержит элемент И, следовательно, прямая х = хь 


пересекает каждый элемент ем и, значит, точка 25 входит в мно- 


жество ©, определенное решетом О Следовательно, множество Ё 
содержится в множестве ©. 


Обратно, покажем, что множество @ содержится в множестве Ё. 


Элемент е 


* Так как каждое е(®} Разбивается на сумму элементов классов < х. 
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Действительно, пусть 1х, точка множества ©. Тогда существует 
падающая последовательность точек решета С» 


У, 92, ..., Ч, ОЗ 
причем каждая последующая из этих точек лежит на прямой 
д = Хо ПОД предыдущей; у — предельная точка этой последователь- 
ности. 


Пусть еб. ) 


— самый нижний элемент пёрвого ранга решета 
Со, имеющий точку на прямой х = 2% над точкой у. Такой эле- 
мент найдется в силу упорядоченности решета Са. 

Таким же образом мы найдем самый нижний элемент второго 
ранга решета С», имеющий на прямой х = хо точку над точкой у; 


он должен быть подчинен элементу е® и т. д. мы получим по- 


следовательность элементов решета С» 
(1) (2) (®) 
о В к еп, › -.. 
Каждый последующий элемент этой последовательности подчинен 


предыдущему, и каждый элемент ей". ) 


—= 2%. По построению множество в является общей частью мно- 


имеет точку на прямой 5 = 


п: (п к 

жеств ый ЕН и и о следовательно, точка 25 содержится 
1 2 Е 

во всех множествах 0%, ©), ..., @®,... ив их’общей части Е®.] 


Рассуждая таким же образом, мы покажем, что точка 5% с0- 
держится в каждом из множеств лы Следовательно, прямая 
Х = то пересекает каждый из элементов падающей последователь- 
ности 

Еъ,» Ем, -- 5 Е, 
и точка 2 содержится в Е. Значит, множество $, определенное 
решетом С, совпадает с множеством Е. 

Мы будем теперь определять действительный индекс решета Сь. 
Для этого, достаточно определить действительный индекс решета С» 
в произвольной точке х дополнения к множеству Е. Пусть хо 
такая точка и пусть Р;х, множество точек решета С», лежащих 
на прямой д = 0, а О», множество точек решета С„, лежащих на 
той же прямой. Оба эти множества вполне упорядочены. Оче- 
видно, что множество Р,, содержится в множестве (0.,, так как 
каждый элемент решета С.+› содержится в каком-нибудь элементе 
решета Со. 

Мы покажем, что часть множества Ох, расположенная между 
двумя последовательными точками множества * Р,,, имеет тип не 


больший, чем о. 
* В силу упорядоченности решета Са+? новые точки решета С» на пря- 


мой д = х, могут появиться только между двумя `соседними точками множе- 
ства Рх, или над верхней его точкой, если такая существует. 
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Действительно, пусть % и % две последовательные 
точки множества Р., \% <. Эти две точки принадлежат двум 


элементам ЕХ) и Е) решета С+›. Возможны два случая. 


Первый случай. Множество Е) подчинено множеству 


($--1) 
ТА 
+ -- 1. Точки множества Ох, расположенные между % и у, при- 


: (1) 
надлежат элементам решета С, подчиненным элементу е,, 


в В этом случае множество Ей есть множество Е ранга 


так как решето С„ упорядочено. Между точками у и у может 


существовать возрастающая последовательность точек 


1 е--1 1 
Е а: 


принадлежащих элементам ранга #--1 решета С», подчиненным 


..* у 


р 2 
т Между двумя последовательными элементами этой последова- 


й О 1+1 (2-1 
тельности я) и и принадлежащими элементам еб и ме. 


могут лежать точки элементов решета С„ ранга #2, подчинен- 
У 


ных и Но этих точек может быть не более, чем конеч- 


+1 
ное число, так как точка х не содержится в а следова- 
тельно, не содержится и в верхнем предельном множестве для 


о ь 
множеств е# + » подчиненных с 


Можно доказать таким же образом, что каково бы ни было 
число [> множество точек прямой х=1%, принадлежащих 
элементам ранга [-- 1 решета С, и лежащих между двумя по- 
следовательными элементами ранга [, е) и е?, содержит не бо- 
лее конечного числа точек. И вследствие того что множество Ох, 
должно быть вполне упорядочено, часть этого множества, рас- 
положенная между двумя последовательными точками последова- 
тельности 911), у(19, ..., у, ..., есть конечное множе- 
ство. Следовательно, часть множества О,,, расположенная между 
двумя последовательными точками % и % множества Р.,, есть 
множество типа не выше о. 

Таким же образом можно показать, что если существует верх- 
няя точка множества Р,,, то множество точек, принадлежащих 0х, 
и расположенных выше Р,,, есть множество типа не выше о, 
так же, как и часть (0х, расположенная под нижней точкой мно- 
жества Р».. 


Второй случай. Нижний элемент Е не подчинен 


верхнему элементу Е®. В этом случае элемент Е) имеет ранг не 


( Й 
меньший, чем 0. ПР 


(2) (7) 
Следовательно, оба элемента Е", и Е», подчинены некоторому 


элементу ранга ]} —1 И (если ] > 1). Заменяя решето Су.» ре- 
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шетом С», мы получим на прямой х = хо между точками у и 
не более чем по конечному числу точек элементов е°’ ранга $5, 


. . $—1 
1=$=ь подчиненных элементу е*7®, которому подчинен эле- 


р 
мент ео, и возрастающую последовательность точек, принадлежа- 


о : 
щих элементам ее? ранга #-- 1, подчиненных элементу С По- 


вторяя приведенное выше рассуждение, легко показать, что в этом 
случае часть множества Ох, расположенная между точками у 
и у, также имеет тип не выше, чем о. 

Следовательно, во всяком случае часть множества О.,, рас- 
положенная между двумя соседними точками множества Р;,, под 
нижней или над верхней точкой множества Р.,, если такая суще- 
ствует, есть множество типа не выше о. 

Таким же образом можно показать, что если на прямой х = 20 
нет точек решета С„.›, то множество лежащих на ней точек ре- 
шета С» имеет тип не выше о. 


Пусть теперь 
Гаах, батя — Ва В = 8. 


Из изложенного выше следует *, что 


Га; Са < 93’ 


Перейдем теперь к определению действительного индекса ре- 
шета С.„, если действительный индекс решета С.» равен В. Сле- 
дует различать два случая: 

Первый случай: В число второго рода. Очевидно, что 


тогда р 
Па С. = 23, 


так как, какова бы ни была точка 2 дополнения к Ё, имеет 
место неравенство х 
тах, Са < 99’ < 98. 


Второй случай: 3 число первого рода, В > ®. В этом слу- 


чае, какова бы ни была точка ху дополнения к ЕЁ, имеем, 
Г) 
п4х, Со = ® (В—1) 


и, следовательно, 


14 С. = (8—1) +1. 
Ч. Т.Д. 


Пусть Е линейный элемент класса &. Известно, что Е является 
общей частью монотонной последовательности достижимых снизу 


* Если В’ конечное число, то 114, С, < о (3+ 1). Для дальнейшего это 
не имеет значения, так как мы рассматриваем решета с индексом не мень- 
шим о. 
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множеств Еле, Ес, ..., Екс, :.. классов меньших @&. Каждое мно- 
жество Е»‹ является суммой элементов классов меньших & попарно 
без общих точек: 


со 
Е, = ЖЕ®. 
П==1 
Можно построить линейное (&)-решето, определяющее множе- 
ство ЕЁ, следующим образом. 
Возьмем убывающую последовательность рациональных чисел, 
стремящихся к нулю 


И оо ое 


Множество Е. поместим на прямой у = г:, множество Е». на пря- 
мой у=г) и вообще множество Ё»; поместим на прямой = ТА. 
Легко видеть, что если точка 2 принадлежит к дополнению мно- 
яжества Ё, то прямая 5 = ху пересекает не более конечного числа 
множеств Ё»:. Следовательно, действительный индекс построен- 
ного решета в точке ху есть какое-то конечное число или нуль 
и индекс самого решета равен ®. Если & число второго рода, то 
построенное решето С„ является линейкым (&)-решетом. Если & 


число первого рода, то множества Е® являются элементами клас- 
сов меньших, чем о— 1, и построенное решето С»„_: есть решето 
линейное (& — 1). 

ТЕОРЕМА 2. Всякий элемент Е класса «+2 может быть 
определен с помощью линейного ()-решета С» с действительным 
индексом равным ®-2. 

Мы видели уже, что множество Е может быть определено 


с помощью линейного (а -|- 1)-решета, элементы которого Е® явля- 
ются элементами класса а и тип которого равен ®. Можно пред- 
положить, что это решето упорядочено (не изменяя типа). Вер- 
немся теперь к конструкции решета С.,, определяющего множе- 
ство Е. 


0% 
Каждый олемент Е“) решета С..: есть общая часть счетного 
числа множеств классов меньших & 


со 
(К) 1 20. (1 
Ел —= П "р; с] 64 
(а 
Известно, что два произвольных элемента класса х без общих 
точек могут быть отделены © помощью множеств низших классов 
или базы В. *. 


* См. (1), стр. 67. Множество предельного класса принадлежит к базе 
В. если оно одновременно является и суммой и пересечением множеств низ- 
ших классов. 
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Пусть 5% множество класса <, отделяющее Е® от суммы 
ЕФ 4 Е® + ... Т Е®Ф.. Заменим элемент Е первого ранга ре- 
шета Си+1 множеством е®, которое является общей частью мно- 
жеств 5 и и Очевидно, что Е С-е®. Легко видеть, что верх- 


нее предельное множество для множеств е® не содержит ни одной 


Ч 1 
точки множества Е, = Е + Е +... ЕФ-1 ..., так как мно- 


(1) г 2 
жество в; не имеет ни одной общей точки с множеством ЕЁ, -- 


Е, | ... + Е», если > п. Вообще пусть 5% множество класса 


меньшего а или базы В., отделяющее множество Е® от суммы 


(®). р | 
УЕ И ть Ве а заменим элемент Е множеством е* ), ко- 


торое является общей частью множеств 


п. ЕЕ) (пз-ЕА +Е | Е 
р. 


к = 
причем элемент ЕЁ подчинен всем множествам т. в В И : 


Верхнее предельное множество для множеств е() содержится 


(1) (К) 


®—1 
В Е й. если число п`’ пробегает индексы всех элементов Еф, 


р 
подчиненных элементу Е\-® 


т Е) |. 
Им ес Е ), 
14) > со 
так как точка $55, содержащаяся в множестве Им е(®) содержится 
п) оо 
(1) 


в бесконечном числе множеств 61,_,. С другой стороны, так же, 


ь 
как и в случае А = 1, множество По е не содержит точек мно- 


п(Р->оо 


жества кс. 


Можно доказать, как и в случае теоремы 1, что построенное 


решето, состоящее из множеств е(®) , определяет то же самое мно- 


жество Е, как и решето Си-а. 

Каждое множество е® есть общая часть конечного числа мно- 
эжеств и 5 <Ки множества 5®. Все эти множества прина- 
длежат к классам меньшим & или к базе В». Следовательно, мно- 
жество © само принадлежит к классу меньшему а или к базе Ва. 
Таким образом множество е® есть сумма счетного числа элементов 
классов меньших @, и, значит, построенное решето есть линейное 
(а)-решето Сы. 

Определим теперь действительный индекс решета Сь. Пусть. де 
произвольная точка множества, дополнительного к ЕЁ. Прямая 
х= пересекает решето С„., не более, чем в конечном числе 
точек. Пусть она пересекает решето Са.: в точках ул, У», ...› У, 
принадлежащих соответственно элементам в. в: аи в ы 


7* 
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Множество О„, точек решета С„, расположенных на прямой х == %%, 
вполне упорядочено в положительном направлении оси ОУ и 00- 
держит точки у, Ио, ..., У». Предположим, что это множество 
обладает предельной точкой. Пусть у предельная точка множе- 
ства Ох.. Существует, следовательно, возрастающая после- 
довательность точек множества О„,, стремящаяся к точке у. Можно 


выделить из этой последовательности новую последовательность 
точек, принадлежащих элементам одного и того же 
ранга. Пусть [ наименьший возможный ранг, удовлетворяющий 
этому условию. Можно выбрать последовательноствь точек множе- 
ства Ох, сходящуюся ку 


1 (1) (1) 
у, 1/2 ЗА Уп › ..> 0) 


таким образом, что все точки этой последовательности прина- 
длежат элементам решета С. ранга 1, подчиненным одному и тому же 


элементу е- ранга `{—14. Следовательно, точка т, содержится 


в верхнем предельном множестве для множеств е1,, подчиненных 
е/®, и, значит, точка хо содержится в множестве Е Э`и не с0- 
держится в множестве Е. Значит, прямая х =. пересекает эле- 
мент ЕЧ-Ь решета Са+1 и не пересекает никаного элемента этого 
решета ранга 1. Но в этом случае элемент Е" совпадает с эле- 


а 


ментом Е», (К— число точек решета Си+: на прямой х = хо) и, сле- 


и множество О.., неможет иметь больше одной предель- 
ной точки, расположенной под точкой 9, или совпадающей с этой точ- 
кой. Таким образом действительный индекс решета С„ в точке ху не 
больше, чем ® - К; значит, действительный индекс решета Соне 
больше ®.2. Легко видеть, что этот индекс не может быть мень- 


к 
ше ®:2, так как множество Пт е № не может быть пусто, если 


тб со 


И . Ес = Ш! а*. И следовательно, 


То бые а, 
ИТ: 7 
Рассмотрим теперь решета, определяющие измеримые В-мно- 
жества Ш! о или Шаса**. Пусть Е множество Ша 


Е = Е, + Е ы Е, 


Всякое множество Ё„ есть элемент класса меньшего х. Чтобы по- 
строить решето, определяющее множество Ё, достаточно, как’ за- 
метил Н. Н. Лузин, разделить квадрат на счетное число полос, 
параллельных оси ОХ и стремящихся к его верхней стороне, 


* Критерий неповышения класса. См. (1), стр. 77. 
** Тпасо — недостижимое множество класса о, т. е. множество, которое 
не является ни суммой, ни пересечением счетного числа множеств классов < =. 
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и вписать в каждую из этих полос соответственно решето С” для 
элемента Е„. Совокупность всех решет С1, С?,...., С", ... обра- 
зует новое решето С, которое определяет множество Е. Действи- 
тельный индекс решета С в точке х, равен сумме действительных 
индексов в той же точке всех решет С” 


со 
Теа, @ = № [19..С” 

И=1 
Пусть Е множество { («+ 1). Каждое множество ЁЕ„ есть 
61а. Следовательно, Е, может быть определено с помощью линей- 
ного (0.)-решета с действительным индексом ®. Если @& число пер- 
вого рода, решето С„ можно заменить решетом С„_, линейным 
(9—1) и имеющим тот же индекс о. Действительный индекс ре- 
шета Са (или Сь_1) вточке т, дополнения к Ё является конечным 
числом А». Следовательно, действительный индекс решета Са в 
какой-нибудь точке 7 множества СЕ не больше чем о, 
а действительный индекс решета С» (или С„_1) не более чем ® + 1. 
Легко видеть, что этот индекс в точности равен ® 1, так как 
верхнее предельное множество для множеств Е) (элементов пер- 
вого ранга решета С„) должно содержать точки*. Следовательно, 
для минимального линейного (9.)-решета С, (или С„_:), определя- 

ющего множество п! (& + 1), имеем 


10а т =—= (4) -|- И 
если & число первого рода, и 
бо = ®-е. 


если © число второго рода. 
Пусть теперь Ё множество тас о. Известно, что множество Е 
есть сумма элементов класса не выше & [см. (1), стр. 77] 
Я В Иа о Ре < 
и что каждый элемент Е, может быть заключен в множество 5, 


класса < а или базы В» таким образом, что Пт 5„=0[см. (1), стр. 74]. 
п© 

Построим теперь линейное (&)-решето С„, определяющее мно- 

жество Е. Построим сначала решето (4%), определяющее мно- 


яжество Ё, таким же образом, как мы это делали для случая 


Ко -Е 1). Далее заменим каждый элемент е» » решета р опреде- 
ляющего Ё„, общей частью множеств к И 9». Множество 5„ есть 
сумма элементов классов меньших 0, следовательно, такова же 
природа множества ви» -5„; поэтому решето, элементами которого 
являются множества @еь'5, П=1,2,...; ЕЕ А...) 06- 
тастся еще линейным (9)-решетом С», определяющим множество 


* Критерий неповышения класса. См. (1), стр. 77. 
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Е. Какова бы ни была точка х, дополнения к Ё, мы имеем 
Голд, ‚Са = —^„, где К», конечное число или нуль. Прямая 1 = хо пе- 


ровонаев элементы конечного числа решет С“, так как верхнее 
предельное множество для множеств 5, пусто. Следовательно, 
действительный индекс решета С» в точке ху есть конечное число 
и, значит, действительный индекс решета С„ равен ®. 

Пусть теперь & число первого рода; рассмотрим минимальное 
решето С„_,, определяющее множество Е. Решето С„-: строится 
таким же образом, как в случае шКа- 1); легко показать, что 
действительный индекс этого решета не больше, чем ® -- 1. Сле- 
довательно, если Е является [птаса, мы имеем для индексов мини- 


мальных решет 
[аСа = © 
и 
ра боб = (4) -- 1 


если о число первого рода *. 


$ 2. Действительные индексы измеримых Б-множеетв конечных 
клаесов ** 


Приложим теперь доказанные выше теоремы и доказанное нами 
ранее 4-е неравенство Серпинского (2) к определению действитель- 
ных индексов измеримых В-множеств конечных классов. 

Напомним неравенство Серпинского. Пусть с» сумма консти- 
туант аналитического дополнения с индексами меньшими д 


а, а 


Неравенство Серпинского, оценивающее класс о», может быть за- 
писано следующим образом ***: 


& 9. < ПЕ 24; Ъ да, < @1 (2% -- 1), В < в 


(В < ас (2% + 1); п > 1, Вх" 


обв <= 
Пусть теперь К», конечный класс измеримых В-множеств с чет- 
ным номером и К»э„;, конечный класс измеримых В-множеств 


* Легко видеть, что действительный индекс решета Сх—1 в точности ра- 
вен ® | 1, так как в противном случае каждый элемент ЕЁ „ был бы заключен 
в множество 5„, которое является 11 (“—1), таким образом, что Ит 5» = 0. 

пс 
Но в этом случае множество Е было бы не более, чем 61а, что противно 
предположению Ё = пасо. 


жж 
Н.Н. Лузин определил (3) «кажущиеся» (аррагап{$) индексы множеств 
измеримых В. 


*** Формулы Е < Па, Е < &+ обозначают, что класс Е либо <, либо 
Ё соответственно м или 61°; Е < пасе обозначают, чго класс множества 
Е не больше #. 
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с нечетным номером; вот формулы, определяющие их действитель- 
ные индексы: 8] А 


п>0Коь\ ШЁ Ша=-1 
| Глас [№Ш4 =” 1 
61 [04 = о" .2 
ОА 01 
| Глас 0".2 < 19 < "м. 

Действительный индекс всякого множества класса 0 равен ну- 
лю. Действительный индекс множества 11! также равен нулю, 
а множества 611 (замкнутого) или [пас 1 равен ®. Чтобы доказать 
указанные неравенства для случая п > 0, достаточно построить 
элементарные минимальные решета для измеримых В-множеств 
конечных классов. Рассмотрим все возможные случаи: 

1) Е=е12п. Мы уже видели, что множество ЕЁ может быть 
определено линейным (2п —1) решетом с индексом, равным о. 
Применяя последовательно (п — 1) раз теорему 1, мы видим, что 
множество может быть определено с помощью элементарного ре- 
шета, индекс которого не больше &”. Именно 

па = о". 
Остается показать, что действительный индекс элемента Ё класса 
2п не может быть меньше, чем о”. Действительно, предположим 
противное: пусть ша Е = 8, 8 < о”. Тогда дополнение к Е есть 
сумма действительных конституант номеров меньших 8: 

СЕ — бз ) 

но вследствие 4-го неравенства Серпинского из условия 8 < а” 
будем иметь 9; = Глас (2и —1), что невозможно, так как оз = СЕ 
должно быть множеством ш!2п. Следовательно, 

пай = о". 

2) Е = ПМ 2п, Е = шас2п,; Е = Ш (2п +1). В этих трех слу- 
чаях множество Ё может быть определено с помощью линейного 
(2и — 1) решета с индексом « + 1. Прилагая последовательно п — 1 
раз теорему 1, мы видим, что множество Е может быть опреде- 
лено с помощью элементарного решета, индекс которого не больше 
о” 4. Покажем, что действительный индекс множества ЕЁ не мо- 
жет быть меньше ‹” -- 1. Предположим противное: пусть шаЕ = В, 
в = «” - 1; тогда дополнение к Е есть множество оз. Но вслед- 
ствие 4-го неравенства Серпинского из условия В < ‹” следует, что 

в; = СЕ = ШИ 2п, 
что невозможно, так как СЁ = 6] 2п в случае Е = пПЁ2п, СЁ = 
— [пас2" в случае Е = шас2" и СЕ = { 1 (2п -- 1)} в случае 
Е = п (2п + 1). Следовательно, 
таЕЁ = "1. 
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3) Е=@ (2п - 1). Вследствие теоремы 2 элемент Ё может быть. 
определен с помощью линейного (2п — 1) решета с действительным 
индексом ®.2. Применяя последовательно п — 1 раз теорему 1, мы 
видим, что элемент Е может быть определен с помощью элемен- 
тарного решета с действительным индексом не большим, чем ©” .2. 
Предположим, ито действительный индекс множества Е меньше, 
чем «”.2; пусть шаЕ=В, 3 < 9".2. Тогда дополнение к Ё есть 
множество 03. Но вследствие 4-го неравенства Серпинского из 
условия В < *.2 следует 

СЕ = вв <= 61 (2 1), 
что невозможно, так как СЁ = 11 (2п + 1), и значит 
[09 Е =®%.2. 


4) Е = Ттас (2п | 1). Множество Е может быть определено 
с помощью линейного (2п |1) решета типа ®. Применяя п раз 
теорему 1, мы видим, что множество Е может быть определено 
с помощью элементарного решета типа не большего, чем о”. 
Можно показать таким же образом (как в случае 3), что действи- 
тельный индекс множества В не меньше, чем &”.2. Следовательно, 


п. 2 = шаЁ = "+1. 


Существуют множества Тпас (2п 1) с действительным инде- 
ксом равным ©”.2 и также с действительным индексом равным 
‹” -- 1. Действительно, чтобы получить множества [лас (2п - 1) 


1 

с индексом ‹”. 2, достаточно поместить в интервале (0, %) множе- 
. 1 к. 

ство 61(2и +1) и в интервале (+, 1) множество 14 (2 - 1). Что- 


бы доказать, что существуют множества пас (2и 1) с действи- 
тельным индексом равным "11, заметим, что если действительный 
индекс множества [тас (2п -- 1) меньше, чем "+1, то 


па Е = «К 3, К >2, ЗА от. 
Но в этом случае множество СЁ есть множество быта, а МЫ 
г» 


видели, что это множество есть сумма конечного числа изолиро- 
ванных множеств класса 27 -- 1. Но такое множество есть множе- 
ство класса 2п - 1 конечного подкласса (см. ниже). Следова- 
тельно, все множества класса 2и |-1 и достаточно большого под- 
класса имеют действительный индекс "+1, 


Множество б,°„_,; есть сумуа конечного числа изолированных множеств 


класса 2х - 1 (?). Множество называется изолированным, если оно являет- 
ся суммой счетного числа элементов данного класса, каждый из которых 
отделим от суммы всех остальных. 

Подкласс изолированного множества класса с равен х. Покажем, чго 
подкласс сумуы конечного числа изолированных множеств класса « есть 
число вида © .12, где 7 — конечное чигло. Предположим, что это имеет место. 
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для суммы п изолированных множеств, и покажем, что в этом случае это 
верно и для суммы п -- 1 изолированных множеств. Пусть Е еумма п изоли- 
рованных множеств класса с, т. е. множество подкласса «.т, и пусть Ё* 


изолированное множество класса о. Рассмотрим подкласс множества Е + Ё*. 
Множество Е* есть сумма элементов класса 2: 


ВВ ЕВ. Е ..., 
причем каждый элемент Е„ содержится в множестве 5» клазса меньшего 
«< таким образом, что множества 5; и 5,155], попарно не имеют общих то- 
чек. Рассмотрим, каково бы ни было п, множество Е. 5, 


‚. Это множество 


класга > и подкласса не выше ох . т. Множество Е . 5, отделено с помощью 5, 
со 

от суммы всех других: У Е-5;. Следовательно, множество У} Е.5, есть 
5-Е, П=1 


множество класса х и подкласса не больше о. т (так как изолированный 


элемент множества Е-5, является изолированным элементом множества 
со 

Е. 5) Мы имеем: 
= 


со 
№ 9 = е, Не... 6, ось 63 от, (1) 
Й=1 
где е, есть. множество 61-, изолированное от всех элементов последователь- 
[®.®) 


ности (1), которые ва ним следуют. Множество Уз 5„ есть множество не бо- 
п=1 
со 

лее, чем 1шЁ». Следовательно, множество В. и 5 есть также множество 
7—1. 

класса « и подкласса не выше %. 771 (так как это общая часть множества В 

и элемента класса о). 


Каждый элемент ез суммы (1) отделен соответствующим множеством 5„ от 
множества Е* —Е-+Е-С р 5„. Вследствие известной теоремы элеменг 
ез отделим от элемента Е„. Следовательно, каждый элемент ез отделен от 
множества Е Ё.С ›з 5„. Отсюда следует, чго последовательность (1) есть 
последовательность ох - т первых элементов, которые составляют множество 
Е- Е*. Множество Е„.будет иметь в этой последовательности номер не выше 


х.т - п. Действительно, множество 5, отделяет элемент Е, от множества 


УС 


2 ®) 
Е НЕО № 5„- Элемент номера 3 последовательности, которая опре- 
И=1 


есть-элемент с номером не выше о (т + 1) +3 


деляет множество Е.С У! 5,, 


последовательности, которая составляет множество В -- Е*. И ‘так как под- 
класс множества Е.С О 5„ не больше, чем ®-т, то 


Е = ЕЕ е: + ео -- ва. - ет + ... - е отп Е О ЗЕ Е (т 1) 3 ЕЕ тЫ | © (27% ых 1). 
Итак, подкласс множества Е + Е* не больше, чем о (2т -|- 1), следовательно, 
он равен трансфинитному числу вида о .т,. Подкласс множества класса ©, 
которое является суммой конечного числа изолированных множеств, всегда 


т 
меньше, чем ‹?. т: 
Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 1937 


Академия Наук СССР. 
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ТОМИ КЕГОУСН. СЕТВГЕ$ ОЁМОМВВАВГЕЗ МЕЗОВАВЕЕ$ В 
РООВ ГЕ ЕМЗЕМВГЕ$ МЕЗОВАВГЕВ В 
ВЕЗОМЕ 

№03 с0пз1@6гопз Чапз себ агас]е Чез ст1Без {огибз раг 4ез 
епзет ]ез Пибалгез кезига ]ез В 4е с]аззе в дае]сопаме $1668 заг 
1ез Чгоез у=г. М№\мз арре!олз ип сг1е С„ Чопё 1ез @6тепиз 
3006 дез @16теп{$ 4е с1аззез ’ < а сг1е гесМ Пете (а). 

№ 13$ сопз1А6гопз 1ез а6йпИлойз злауащез ('). Арре!опз 1п41се 
гбе] Аи сг1е гесиИсте (а) Г1а@1се 4е 1а ргешлёге сопзИмаще 
@з & рагЫг 4е 1адлее фюлщез 1ез сопзИфиатез зопф пиПез 

6:=0, 1= В шас, =В. 

Арре!опз 1т91се гёе] 4е Гепзею е Ё тезагае В— ша Е —е р1аз 
ремф 4ез потЪгез [п С 1огзаае С рагсомгё $03 1ез сг1]ез гесйИопез 
616 тлеп$а1тез ({огтлёз 4е рог@опз) 96Йп15зап Гепзет е сопз1@6ге 
Е. Оп сме 6]6тлеюбалге С дат а6Йп Гепзет Ме Ё шезагае В 
её ротг 1ефие\ шаС сотас14е ауес №шаЕ езё а стае шиитиат. 
№ из Аётаоп(топз 1ез 4еах {Вёотётаез зилуап 5: 

ТНЕОВЁМЕ Т. Тов! епзет Ме Е тезига е В ст 6 ай тоуеп 
Фит стёе Су» тей те (&«--2) ачтасе твер В реиё те сть Е 
аи тоуеп 4’ип сте С тесте (&) а’зта@се ®-3 аи риз, $1 В 
её ип потфге 4е зесоп4е езрёсе, её Ф’тасе в (8—1) |1 аи р|из, 
5: @ езё ип потбге 4е ргетлеге езресе. 

ТНЕОВЁМЕ П. Оп тем Е ае 4аззе а 2 реш @те ст 6 
аи тоуеп ип ст Ме С» тесиете (в) а’тасе тв ®-.2 аи риз. 


Ач тоуеп 4е сез 4еах \6отгётез её ае Глтёоайе ТУ ае 
ЗлегрлазКт (2) пошз 46 п13з00$ 1|ез 1а41сез гёе]з 4ез епзешр- 
1ез тезига ез В 4ез с1аззез лез. Момз Ч6з1епопз ип 6@6тепё 4е 
с1аззе а раг 6] в; ип епзет е 4е сТаззе в ассезз1]е п ететгетепь, 
раг шЁ а; еф ип епзет Ме 4е с1аззе а 1тассезз1Ые Аез 4еах с06$; 
раг [мас а. А1отз у01с1 1е5 1иЧ1сез гбе]з 4ез епзета Без 161 сопз1А6г65: 

61 14 = "* 
й ОА 109 = 1 
| лаб Шша-а 1 
61 па = ".2 
>20 Кыш. Ш 14 = "+4 
пасе 0.2 < ша < оч, 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОРГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕЗ$ ОЕ 1/0 855 


СЛаззе Чез зс1епсез Отделение математических 
чааАВ6та{<иез еф пабигеЙез и естественных наук 


А. А. ЛЯНУНОВ 
0 ПОДКЛАССАХ В-МНОЖЕСТВ 


(Пргдставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В настоящей статье видоизменяется определение подклассов 
таким образом, чго взаимно дополнительные множества попадаюг 

в один подкласс. Структура новых подклассов весьма близка к 

структуре классов. 

В настоящей работе я ставлю себе задачу углубить изучение 
понятия подкласов (!’?) С этой целью я несколько видоизменяю 
самое определение подклассов с тем, чтобы два взаимно дополни- 
тельных множества входили в один подкласс. Это видоизменение 
влечет за собой установление некоторой аналогии в строении под- 
классов со строением классов. Кроме того, я даю некоторые пря- 
меры, иллюстрирующие тот факт, что первый класс с точки зрения 
разбиения его на подклассы существенно отличается от высших 
классов. Некоторые проблемы, встающие в связи с этим, до сих 
пор решить не удалось. 

Г. Пусть Е есть множество класса а. Мы скажем, что е есть 
изолированный элемент множества Ё, если е есть элемент класса 
&« и существует множество Н класса «ох такое, что Е.Н =е. 
Множество НЫ мы назовем отделителем множества с. 

Для определения подкласса некоторого В-множества Ё класса а, 
расположенного в фундаментальной области /., мы поступим сле- 
дующим образом: 

Удалим из Л. счетное число попарно непересекающихся мно- 
жеств классов «о, каждое из которых принадлежит целиком 
либо множеству Ё, либо его дополнению. Оставшийся элемент 
класса о обозначим 7). Очевидно, это множество может быть 
пусто, только если Е класса «а или если оно принадлежит 
к базе а. Обозначим через Е® и СЕ@ части множеств ЕЁ и СЕ, 
принадлежащие множеству Л). 

Пусть теперь В = 5* +1 и множества Л8°, Е и СЕС” уже 
определены. Мы удалим из ./(”) счетное число элементов класса &, 
являющихся изолированными элементами множества Л” и при- 
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надлежащих либо множеству Е”, либо множеству СЁ®”. Можно 
считать, что отделители всех этих элементов попарно не имеют 
общих точек. Мы обозначим через Л® оставшийся элемент класса 
& и через Е? и СЕФ части множеств Е и СЕ, входящие в него. 


Предположим теперь, что 8 есть число второго рода и что 


т 


5 й а’ 0 "8 р я 
множества Л”, Е) и СЕ) для всех чисел 5’< 3 уже опреде 
лены. Мы положим 


п обозначим через Е) и СЕ® части множеств Е и СЁ, принадле- 
жащие Л. Таким образом мы приходим к монотонной последова- 
тельности множеств: 


о 


Мы будем называть эту последовательность фундаментальной по- 
следовательностью множества Е. 

Из теоремы М. А. Лаврентьева (*›?) следует, что для всякого мно- 
жества класса & найдутся последовательности такого типа, в ко- 
торых все множества /“), начиная с некоторого числа “7, будут 
пусты. Это число ^{ мы назовем длиной фундаментальной последо- 
вательности. Фундаментальную последовательность, для которой \{ 
достигает своего минимума, мы назовем минимальной последова- 
тельностью* множества Ё. Очевидно, последовательность будет 
одновременной минимальной последовательностью для множеств 
Е и СЕ. Мы будем различать два случая: 

1’ Длина минимальной последовательности множества Ё есть 
число первого рода `/ = \* + 1. В этом случае мы скажем, что ЕЁ 
есть множество подкласса \*. 

2° Эта длина есть число второго рода. Тогда мы будем гово- 
рить, что Е есть множество подкласса 1. 

Совершенно очевидно, что это определение очень близко к опре- 
делению, данному Н. Н. Лузиным и М. А. Лаврентьевым. В тех 
случаях, где это не может повести к недоразумению, мы будем 
писать вместо «множество класса х и подкласса 9» просто «мно- 
жество подкласса 3». 

П. Рассмотрим, каким образом мо?кет оканчиваться минималь- 
ная последовательность некоторого множества Ё класса д. Оче- 


видно, могут представиться следующие четыре случая: 


Ро Е 
УТС СЯ 14) ЛОР КОРЕ ОСЬ 


* В дальнейшем мы это понятие немного уточним. 
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Сообразно тому, какой из этих случаев имеет место, мы назо- 
вем напшгу последовательность последовательностью первого, вто- 
рого и т. д. вида. Очевидно последовательность может быть пер- 
вого вида только в том случае, если \`] есть число второго рода. 
Условимся называть последовательность минимальной, если она 
при минимальной длине имеет еще и минимальный вид. Если не- 
которое множество имеет фундаментальные последовательности 
длины ^ второго и третьего вида и ^] есть число второго рода, 
то оно имеет и фундаментальную последовательность длины 1 
первого вида; если же `/ первого рода, то—более короткую после- 
довательность. Эта последовательность может быть получена таким 
образом: каждый раз, строя множество /®), следует выкидывать 
все то, что выкинуто хотя бы в одной из данных последователь- 
ностей при построении множества с тем же номером. Множество Е 
класса о и подкласса 3, имеющее минимальную последовательность 
вида 0, мы будем называть множеством вида 0. 


Легко убедиться в том, что имеют место следующие факты: 

1° Дополнение к множеству класса & подкласса 8 вида 5 
(5 =1, 2, 3, 4) есть множество того же класса & подкласса 3 
и вида о (59—10, 4,9). 

2° Если Е есть множество класса & подкласса 8 и вида 3 
(или 4), а Н множество класса «о, не имеющее общих точек 
е Е®), то множество Е.Н есть множество не выше, чем класса д 
подкласса 3 вида 1 (или 2). 

3° Всякое множество вида 4 ешь сумма множества вида 2 
и множества вида 3. 

Для доказательства последнего утверждения достаточно дока- 
зать, что множества Р и 0, рассмотренные выше, суть элементы 
класса &, так как в таком случае они отделимы друг от друга 
множествами класса < од, а эти отделители на основании свойства 
2 дадут нужное разбиение. 

Доказательство. Обозначим через Н, сумму отделителей 
множества Р, а через Н, сумму отделителей множества О при 
образовании 1+7 = 0. Тогда имеем: 


р=/®.СН, 0= Л®.СН,, 


откуда ясно, что Ри О суть элементы класса а. 

Во многих отношениях множества первого вида аналогичны 
множествам базы; множества второго вида — множествам, дости- 
жимым снизу; множества третьего вида — элементам и множества 
четвертого вида — множествам недостижимым. 

ПТ. Из теоремы М. А. Лаврентьева немедленно следует суще- 
ствование в каждом классе & всех подклассов 8, в каждом под- 
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классе 3* (где 6* есть число второго рода) — существование всех 
четырех типов, а в каждом подклассе 3 (где 8 есть число первого 
рода) — существование всех типов, кроме первого. 

ТУ. Очевидно, часть множества Е класса & и подкласса В 
заключенная в некотором множестве класса &, достижимом снизу,, 
будет не выше, чем «гмножество класса & и подкласса (3+1). 
Отсюда следует, что произведение двух множеств класса @ и под- 
классов 8 и ^7 будет не выше, чем множество класса & и под- 


класса, равного чаименьшему из чисел (3-1) ти (1+1 В. 

Чтобы в этом убедиться, следует провести разложение этого 
множества в фундаментальную строчку таким образом: сперва 
разложить часть его, принадлежащую первым отделителям для 
одного из сомножителей, затем — вторым отделителям и т. д. Так 
как дополнение принадлежит к тому же подклассу, то это будет 
справедливо и для суммы. 


У. Покажем, что в подклассах имеет место аналог первого 
принципа отделимости. (Аналога второго принципа нам установить 
не удалось.) 

ТЕОРЕМА. Два множества Е, и Е, подкласса 8 третьего 
вида всегда отделимы множествами низших подклассов или мно- 


ожествами подкласса 3 первого вида. 


Доказательство. Обозначим через ©; и ©. последние эле- 
менты минимальных последовательностей множеств Ё, и Ё.. Они 
отделимы множествами Н, и Н» класса «о (или базы &). Можно 
считать, что Н, -|- Н»› = Лх. Множества Е, .Н, и Е..Н, суть во вся- 
ком случае множества подкласса < 3 (или подкласса 8 первого 
вида). Кроме того, эти множества отделимы друг от друга мно- 
яжествами Н, и Но, поэтому их сумма имеет такой же подкласс. 


Следовательно, множества 


9: =Н, + Е Н.В Н ОВ, 
9, =Н, + Е.Н, —Е, Н.Е, 


удовлетворяют всем поставленным условиям. 


УГ. Для множеств первого класса можно построить плоское 
В-мно’кество В, в некотором смысле «универсальное» для подклассов. 
Именно, всякая прямая, параллельная оси ординат и проходящая 
через точку конститутанты номера & дополнения к некоторому 
аналитическому множеству, пересекает множество Е по множеству 
первого класса и подкласса в точности х. Аналогичного множества 
для классов > 1 построить не удается. 


Пусть Р есть некоторое совершенное нигде не плотное множе- 
ство, расположенное на отрезке (0,1). Его смежные интервалы 
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можно занумеровать всеми рациональными числами, заключен- 
ными между нулем и единицей, так что из двух интервалов более 
правому будет соответствовать больший номер. Представив номер 
каждого смежного в виде несократимой дроби, мы можем разбить 
все смежные на два семейства, смотря по тому, будет ли чис- 
литель дроби четным или нечетным. Мы будем называть их чет- 
ными и нечетными смежными. 

Построим теперь систему совершенных множеств {Р„„}, где Г» 
есть некоторое рациональное число, имеющую следующее свойство: 
если г г, тогда 

т — по? д Зы СР 
и первое нигде не плотно на последнем. 

Пусть Рь есть весь отрезок (0,1), Р, произвольное совершен- 
ное, нигде не плотное множество. Р.;‚, мы построим следующим 
образом: в каждый смежный Р, мы вставим некоторое совершен- 
ное, нигде не плотное множество и возьмем сумму Р, и всех этих 
мно7кеств. Вообще, если построены все множества Р,„, где п < ть, 
то а мы построим так: возьмем ближайшие к ’„› сверху 


и снизу числа Ги, И Ги, ("и > Го), для которых ы и т уже 


Тто 


построены. Обозначим через Р® (п=1,2,...) совершенные мно- 
жества, являющиеся общей частью множества Р!,, и некоторого 
смежного к множеству Ру, На каждом из этих множеств мы по- 


строим по совершенному, нигде не плотному множеству 0®) и на- 
зовем: ие 
> м 
Р‚„= Ра, + №05. 
ть 


Для каждого из множеств Р‚, мы определим четные и нечетные 
смежные. Рассмотрим теперь некоторую систему рациональных 
чисел: 

и ты, Га... < Ти. 
Соответствующие им множества Рь;.. образуют монотонную после- 


довательность. Мы обозначим сумму частей множества Р;, ‚ попав- 
а. 


ших в четные смежные множества Р‚, „2? Через (01, › а через 0) 
а а а 


сумму частей Р,‚, ‚ попавших в нечетные смежные Р‚., 24: Составим 
@ [#2 


теперь сумму 
ро. 
а) 


Очевидно, это множество перлрого класса подкласса 3 второго 
вида, так как последовательность 
о 


т ПВ 
есть минимальная последовательность этого множества И 
7) + 
Р.С 60°. 
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Далее мы будем обозначать В; и В, совокупность четных 
и нечетных, смежных к Р,. 


УП. Пусть на грани ХОЙ фундаментального куба пространства 
ОХУХ расположено некоторое элементарное решето С, состоящее 
из отрезков, параллельных оси абсцисс, расположенных на прямых 
< = 20, ГДе 2 — рациональное число. 

Обозначим 1, и Д,, множества всех точек указанного куба, 
проектирующихся на ось ОУ в множества В; и В,„, а на пло- 
скость ОХЙ в точки решета С, лежащие на прямой 2 =т,„. Пусть 
* и - обозначают сумму всех О;, и О’,,. Пусть далее А,„, есть 


множество всех точек того же куба, проектирующихся на ось ОУ 
в множество Р,, а на плоскость ОХА в точки решета С, лежащие 


на прямой 2 =л,. Обозначим через А сумму всех В,,. Множества 
В, 0’ и О) суть счетно-формные В-множества. Обозначим через 
Вы верхнее множество Мазуркевича для множества НЯ. Нм есть 
униформное В-множество. Обозначим через /Л множество точек 
(21, У1, 21) таких, что существует точка (21, У1, 22) С Ами > а. 
М есть также В-множество. Пусть теперь 
Е Зы ЕСА 

Обозначим через /`, и Гу, верхние множества Мазуркевича для 
мно’кеств /’и Г. Так как Г и Г суть счетно-формные В-мно- 
жества, множества Г, и Г, суть также униформные В-множе- 
ства. Пусть / есть множество точек (71, У1, 51), входящих в Г, 
и таких, что ни одна точка вида (71, У:, 25), где 2. > 21, не вхо- 
дит в Е Множество [, а следовательно и его проекция Т на 
плоскость ОХУ есть В-множество. Я утверждаю, что общая часть 
множества Т и прямой =, где т принадлежит к внешней 
конотитуанте номера В, определенной решетом С, есть множество 
первого класса подкласса 8 второго вида. Для доказательства мы 
построим минимальную строчку указанного множества, которое 
обозначим через Т... 

УПТ. Пусть плоскость х = 25 рассекает решето С в точках, где 
координата 5 имеет следующие значения*: 


Ги Гот Ги Гтв, (1) 


Тогда, применяя обозначения п. 6, можно показать, что 


ка 


Мы предполагаем, что прямая з = 1 целиком принадлежит решету С, 
и называем номером конституанты номер наивысшей точки решета, лежащей 
на соответствующем перпендикуляре. 
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„Действительно, всякая прямая, параллельная оси ОЙ, проходящая 
через точку множества Г.,, пересекает одно из множеств А 
7” 


бах 
или А,,, где ги, есть некоторое число из строчки (1), и не пересекает 
и В 


не входит. Очевидно, совокупность всех множеств 0: , О, иР 
[*2 а 


ни одного из множеств Пл т 
т 


„› где число г, в строчку (1) 


7п, 


Ту 
73 


попарно без общих точек и в сумме составляет весь отрезок (0, 1 

Рассмотрим точку, лежащую в плоскости ОХУ на прямой 

1 =1 и проектирующуюся на ось ОУ в множество Р,,. Проведем 
8 


параллель оси ОЙ через эту точку. Так как множество Р', есть 
Е 


необходимо Р; и оно принадлежит всем множествам Р„„, то в выб- 


ранную нами точку не проектируется ни одной точки множества /. 
Следовательно, точка не принадлежит множеству Т.. 
0 


Пусть теперь выбранная нами точка принадлежит некоторому 


Ч тогда указанная параллель оси 07 пересечет множества 


В, 
Па-1 
точка этой параллели, проектирующаяся на плоскость ОХ 7 в точку 


.. Таким образом внутри множества ЛМ наивысшая 
[22 


решета С, будет принадлежать множеству [м и, следовательно, 
выбранная точка не войдет в множество Тх. . Наконец, если точка 


принадлежит некоторому множеству Оу, ‚ то мы таким же образом 
764 


убедимся в том, что она входит в Т». Отсюда следует, что мини- 
мальная строчка для ТГ», будет 


Ри Р» 26.09 Р», „> .. 


и так как РГ, — 0, то множество Г, будет действительно пер- 
вого класса подкласса 8 второго вида. 

1Х. Для построения аналогичного множества для любого клас- 
са а нужно хотя бы с помощью параметрических трансформаций, 
введенных Н. Н. Лузиным, преобразовать множество первого 
класса подкласса 8 в множество класса & подкласса 8. Очевидно, 
что подкласс образа не может быть больше 9. Однако не ясно, 
как достигнуть того, чтобы он в точности равнялся б. Единствен-. 
ный факт, который мы смогли установить непосредственно, состоит 
в том, что если известна минимальная последовательность некото- 
рого множества класса @, то можно построить такую трансформа- 
цию, котор&я преобразует его в некоторое множество первого 
класса, того же подкласса и вида. Чтобы этого достигнуть, сле- 
дует несколько изменить указанную трансформацию. 

Пусть множество Е класса & подкласса 3 разбито при образо- 
вании минимальной последовательности на семейство элементов 


класса & {Е} и пусть На есть семейство соответствующих от- 
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делителей. Для построения искомой функции мы поступим сле- 


где все @” суть множества 


т? 


дующим образом. Пусть Е, =НПф” 
7%, 


классов <, и Е=Ишм ф,, где все ф" суть также множества 


т? 
классов «ов. Перенумеруем все множества ©”, @„ и Н, заново 


и образуем систему множеств &„, в которой каждое 2„ есть либо 
некоторое Н»„, либо 0”, либо @„ и каждое из них есть некоторое зи. 
Пусть непрерывная на иррациональных точках и разнозначная 
функция /,(2) отображает 2„ на порцию (0, 1/,), а множество С» 
на порцию (15, 1) сточностью до счетного числа точек. Повторяя 
далее рассуждения Лузина, получим искомую трансформацию. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. ты И 98 
Академия Наук СССР. 
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шоуей 4’епзет ез 4е зомз-с1аззез 1иЁетеигез. ие ааие {аш1Ше 
4’епсет ез е56 апа\осче & 1а Базе х. Ее ех15{е зеетепть дапз 
Лез $011$-С1аззез Че деихлёте езрёсе. №3 сопзги1з0пз ип епзет е 
р!ап Г шезагае В её ип сотр\ётеп(а1те апа1уйие Пибалте 6е1 
Че 1юще 4гойе регреп@1ощалте & ?ахе ОХ, раззап раг ип роте 
4е 1а сопз лапе а 4е сеё епзет е, соаре 1’епзет е Т зи1уапь 
ип епзетЬе Че с1аззе 1 еб Че з03-с1аззе &. П езё еп аИЯсИе 
4е сопзимиге ап (е] епзем е рочт 1ез с1аззез >> 1. 
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К МЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ФОРМ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В сгатье доказана теорема из теории диофантовых приближений. 
Рассматривается линейная форма, однородная относительно цело- 
численных переменных и неоднородная относительно веществен- 
ных коэффициентов. Дается метрический закон приближения 
к нулю такой формы. 


В некоторых вопросах теории диофантовых приближений (на- 
пример в теореме Кронекера) рассматриваются системы линейно 


независимых вещественных чисел (6;, 0., ..., 0.), т.е. таких, для 
которых обращение в нуль выражения 
910: 2 а50, | ... а, +В (1) 


невозможно при целых, не равных одновременно нулю а, ..., ах, 6. 

В тех случаях, когда рассматривается не одна система (6:), а 
множество систем, они оказываются в некоторых ‘отношениях не- 
равноценными, в зависимости от быстроты приближения к нулю 
формы (1) при возрастании |а;|. Известно, что если рассматривать 
все системы (0;), т.е. все-точки $-мерного пространства, и потре- 
бовать, чтобы неравенство 


1416 -- 4205 -Е ... + 9-0. + 6| < (п), п = шах 4 ео 3 } (2) 


в любой точке имело бесконечное множество решений в целых 
а:, В, то в качестве Ф(п) можно взять функцию, убывающую не 


С 
быстрее, чем -5, где С— некоторая константа. 


Естественно поставить такой вопрос: каким условиям должна 
удовлетворять функция Ф (п), чтобы неравенство (2) только почти 
всюду (т.е. с точнсстью до множества меры нуль в 5-мерном 
пространстве) имело бесконечное множество решений в целых а, 6? 

Этот вопрос для случая $ =1 разрешен в одной из работ 
А. Я. Хинчина (1). В настоящей статье дается решение этого воп- 


роса для любого числа измерений 5 ЕЕ. а именно, Доказывается 
8* 


#28 Л. В. ГРОШЕВ 


ТЕОРЕМА. Пусть $(!) положительная непрерывная функция 
положительного аргумента, и при 1 1#95(—>0, причем 
1—1 (1) убывает монотонно. Тогда, для того чтобы неравенство 
(2) почти для всякой системы чисел (8:, 6, ... , 0;) имело беско- 
нечное множество решений в целых а1, ао; ... ; @з, 6, необходимо 
и достаточно, чтобы интеграл 

оо 
| ооо (3) 
расходился. 

Замечание. Из двух ограничений, наложенных на 4 (1), пер- 
вое (1°ф(1) 0) является естественным после сказанного во вве- 
дении. Монотонность убывания 1°14({) нужна по ходу дока- 
зательства. 

Примерами функций, удовлетворяющих всем условиям тео- 
ремы, включая и расходимость интеграла, могут служить 
ь 1 1 

#1001’ 11002 10с 1001 


и 


ЛЕММА 1*. Пусть и (1) положительная непрерывная функция, 
причем 1°1и(Р) монотонно убывает, ви() 0 при 1 < 
и интеграл 


со 
\ ЕО (201 
расходится. В 
Тогда можно найти функцию к (1) со следующими свойствами: 
1) п (1) неограниченно и монотонно возрастает при 1-> со; 
Е и т (0 } монотонно стремится к нулю при 1- о; 
3) интеграл 


со 
| ии {т} @ 
расходится. 
Доказательство. При условиях леммы, очевидно, можно 


найти такую положительную непрерывную, монотонно стремя- 
щуюся к нулю функцию (1). чтобы интеграл 


ы 
| и (1) = (1) @ 
расходился. 
Определим положительную функцию о (2): 


(ея \ 5—1 (1) 46, 


* "т : д - ) 
Лемма является усилением леммы 2 из работы А. Я. Хинчина (2). Ме- 


тоды этой работы использованы в ряде пунктов настоящей статьи. 
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причем, очевидно, ©(2) при х-> < неограниченно и монотонно 
возрастает. Полагая # = 22, имеем: 

> ) Хх т 
Го (<) |3 8 Ре й 
И (=) = (#) 4 =: | НЕ (2 )"ал, 
а 


0 


, о (т 
откуда видно, что —— при х-> о> монотонно убывает, прибли- 
жаясь к нулю. 
Пусть теперь х = (у) однозначная положительная функция, 
определенная из равенства у = 9 (2). Очевидно, при у-> со отно- 
т (и) 


„7 


шение монотонно и неограниченно возрастает. Положим 


(и =°0. 


Определенная таким образом пт (1) обладает свойством 1. Нали- 
чие свойства 2 почти очевидно. 

Полагая 
1 


ть 


и (#1) = 


из монотонного стремления к нулю 1°-1и (1) заключаем, что и, (1) 
неограниченно и монотонно возрастает при #-> со. 
Из равенства 


и т(} = 


1 
а пе 1 а (1) } 
следует, что 1 1и{ т (1) } монотонно стремится к нулю (свой- 
ство 2). 
Дальше, производя замену переменных т(1)=1, ЁЕ=9(1), 
получаем: 


х х 
ели {тора ели = 
=(№) 
=== | 1 и (1) = (1) 41 -> © при М№-> о. 
ЗП. 
ЛЕММА 2. В пространстве $ измерений ($ > 3) * дано тело К, 
ограниченное четырьмя попарно параллельными гиперплоскостями 
Р;, Р., Р., БР, (Р.|Р., Р.|Р.) и гиперсферой радиуса В, пересекаю- 
щей все четыре плоскости. Расстояние между Р; и Р. равно 211, 
расстояние между Р. и Р. равно 21. Гиперплоскости Р; и Рз 
(следовательно, и Рь и Р.) пересекаются под углом, синус кото- 
рого равен в. 
Тогда объем Г тела К удовлетворяет неравенству 


1 — ЗЕ я е ПР, [2 | 


& 


* При з=?2‘`и $ =3 предложение тривиально. 
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Доказательство. Рассмотрим гиперплоскость Р, параллель- 
ную Р, иР, и находящуюся на равных от них расстояниях, п 
гипернлоскость Р’, также расположенную относительно Р; и Ра. 

Расположим прямоугольную систему координат ОХ.Х. ... Х. 
так, чтобы Р и Р’ имели соответственно уравнения 


О. а бл = 0." 0 
что, очевидно, возможно. 
Координаты точек, заключенных между Р, и Р., удовлетво- 


ряют неравенству | 25 | < #1, координаты точек, заключенных между 
Р. и Р.,—неравенству 


ах, -- фт» | 
У! 22 
откуда следует 
9$ 95— Ч п. = 
И маи Е о НЕ 
их в = у, 


где 
№ И — в, 
р: == 2 12 
Ир 9; (==. 4... $) конетанты, дер аА, 
Следовательно, 


в умы вы, 


а 


ОВ. дль У а? в 


а 


Косинус угла между Ри Р’ равен ———— 

ев 
Переходим к доказательству основной теоремы. 
Необходимость признака. Пусть интеграл (3) сходится. 

Рассмотрим в пространстве $ измерений единичный куб (0 <; = 1. 


=, 42, ..., ®) и множество‘ точен» (ут. ‚ м) этого куба, 
координаты которых удовлетворяют неравенству 
м + ах, + ... + аз: 6 |< (п), п = шах | ана | аз | у (4) 


где а, 6 — данные целые числа. 


Очевидно, это множество есть часть множества точек, находя-. 
щихся от гиперплоскости 


ах, + ах. - ... ах, Еф =о0 (5) 
на расстоянии, не превышающем 0, где 
\. ый ть 


ата... а п 
а именно, множество точек, входящих в часть $-мегного единич- 
ного куба, ограниченную двумя гиперплоскостями, параллель- 
ными (5) и отстоящими от нее на расстоянии 8. Будем называть 


эту часть куба гиперполосой или просто полосой, в случае на- 
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добности — полосой, порожденной плоскостью (5). Кроме того, 
условимся называть натуральное число п, равное 


тах | [а], ..., [а:|}, 

рангом плоскости (5) и порожденной ею полосы 

Для получения всех возможных полос ранга и достаточно 
в уравнении (5) варьировать целые а; 0, соблюдая условие 
[а:| =п, при наличии хотя бы одного равенства |а;| =п. Кроме 
того, так как полосы порождаются лишь плоскостями (5) или 
пересекающимися с единичным кубом или достаточно близкими 
к нему, то, как легко видеть, в уравнениях этих плоскостей 


тах |6 | < сп, (6) 
где с, — положительная константа, зависящая только от $. 
(В дальнейшем через с», с.,..., с будут обозначены константы, 


зависящие также самое большее от $.) 

Пусть Е, (п =1,2,...) обозначает множество всех точек, вхо- 
дящих в полосы ранга п. Очевидно, всякая точка единичного 
куба, удовлетворяющая условию (4) хотя бы при одной системе 
значений а:, 6, входит в Е, и обратно. 

Оценим меру множества Ё». 

Из определения гиперполосы ранга п следует, что ее объем И,» 
при любых допустимых значениях а:, 6 удовлетворяет неравенству 


ф (п) 7 
=. (7) 

Чтобы оценить сверху число полос ранга п, достаточно оце- 
нить число плоскостей (5) при а;, 6, варьлрующих в пределах: 
|а:|=п при наличии хотя бы одного равенства 


Иа Со 


Газ] =; ах|6 |< ап: 


Очевидно, это число меньше, чем с3°. Обозначая (как и в даль- 
нейшем) через МЁ, меру множества Ё„, получим 


МЕ, < сосзп*-*ф (п). 


Рассмотрим бесконечную последовательность множеств Ёу, 
` 
Е.,....Еп,... При сходимости интеграла (3) ряд 


со 
УМЕ, 
Пй=1 
сходится и, следовательно, множество точек, входящих в беско- 
нечное множество членов последовательности (Ё„), т.е. удовле- 
творяющих бесконечное множество раз неравенству вида (4), 
имеет меру нуль. Таким образом первая часть теоремы доказана. 
Достаточность признака. Пусть и р 
длится. Условимся прежде всего в ряде терминов и обозначении, 
которыми в дальнейшем будем пользоваться. 
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а) При расходимости интеграла (3) функция Ф(!), очевидно, 
удовлетворяет условиям леммы 1. Определив для Ф(1) функцию 
п (1), существование и свойства которой доказаны ‘в лемме, 
положим 


® (В) == Фу ж(И}. 


Тогда 
| 13-10 (1) 4 (8) 
расходится, 
80 (1)—0; 1#10(1) и о(->0 (3’) 
монотонно при [-> © 
9 (# < Ф(1). (8) 


Ь) Будем называть нормальными гиперплоскостями ранга 

п (п=1,2,...) плоскости 

пх, + аль -Н ... + 4%, — В = 0, (9) 
где а.,...,@з, 6 — целые положительные числа, аа < п; (п, 6) =1, 
т.е. пи БВ взаимно простые. 

Условимся обозначать через Р (и, а;, 6) нормальную плоскость 
(9) с фиксированными п, а;, 6; через Р (п, а;) семейство нормаль- 
ных плоскостей ранга и с фиксированными а; и варьирующим 5, 
и, вообще, через Р (п, у, 5,...) семейство нормальных плоскостей 
(9) с фиксированными п, у, 3 и варьирующими остальными пара- 
метрами. 


с) Часть $-мерного единичного куба, заключенную между двумя 
плоскостями, параллельными нормальной плоскости Р (п, ах, 6), 
лежащими по разные ее стороны и отстоящими от нее на рас- 


стоянии 
к © (п) о (п) 


а = - а (10). 
Ира... фм т 


будем называть нормальной гиперполосой (или' просто полосой) 
ранга ”, порожденной плоскостью Р (п, аа, 6); плоскость же по 
отношению к полосе — несущей плоскостью. 

Пусть Ё» обозначает множество всех точек, входящих в нор- 


мальные полосы ранга и. Очевидно, каждая точка (51, ... ‚ %.) мно- 
жества Ё, удовлетворяет. условию 
| па: -- ах. -- ... аж 6|<о(п), ОЗ эп, 


хотя бы при одной допустимой системе значений аз, 6. 

4) Рассмотрим два множества Е» и Е». при п’ < п. Второе из 
них образовано точками нормальных полос ранга п’, 
денных плоскостями Р (п’) 


п’, -- ах. +... + ад- 6’ =0, Оха: п’, 5’ > 0, (п', 5”) =, (12) 


‚ порож- 
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Обозначим через Ё’„„, множество точек, общих для Ели Е’... 
Е’„„’” образовано $-мерными телами, лежащими внутри единич- 
ного куба, получающимися в пересечении нормальных полос 
ранга п с нормальными полосами ранга п’. 

В дальнейшем придется оценить МЕ’, „‚, для чего удобно вве- 
сти еще некоторые обозначения. 

Пусть & = од (п, а;; п’, а;) обозначает синус угла между плос- 
костями Р (п, аь, 6) иР (п’, а;, 0’). Пересечем полосы, порож- 
денные семейством плоскостей Р (п, у, 3, ...), полосами, по- 
рожденными семейством Р (п’, у’, 5',...); выберем общие части 
(или, коротко, пересечения) тех пар полос, несущие плоскости 
которых удовлетворяют некоторому условию {°}, наложенному 
на синус угла их наклона, и обозначим сумму объемов этих пере- 
сечений через 

О И Е {8}. 


Тогда, например, И (п; п’; а = 0) будет обозначать сумму объемов 
пересечений (т. е. общих частей) всех нормальных полос ранга п со 


всеми нормальными полосами ранга п’, за исключением тех пар 
полос, несущие плоскости которых параллельны между собой. 


Аналогично обозначим через у (п, 9, 2,...; п’, у’, 3’,...; {<} 
число пересечений полос, порожденных семейством Р (п, у, 3, ...), 
с полосами, порожденными Р (п’, у’, 2’,...), при соблюдении 
условия {®}, иноревал (ое од м число пере- 
сечений внутри единичного куба плоскостей Р (п, у, 3,...) с пло- 
скостями Р (п’, у’, 2’, ...) при условии {<}. 


Переходим теперь к доказательству достаточности данного 
в теореме признака. 

Г. В первую очередь оценим сверху МЕ’, „.. Как было указано 
в 4), Е’, образовано $-мерными телами, получающимися при 
пересечении нормальных полос ранга 7 с нормальными полосами 
ранга 7’. Разобьем эти тела на три группы, в зависимости от 
угла наклона плоскостей, несущих те полосы, пересечением кото- 
рых является то или иное тело. Именно, будем различать случаи: 


Л Л 
. <<, 64 ==). 


При наших обозначениях, очевидно, 


МЕ И (»; 0’ в? >.) + 
ци (7Й п; 0 <<, ) +У(и; па =0): (13) 


© 


Переходим к оценке слагаемых правой части этого нера- 
венства. 
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1. В пересечении двух нормальных полос ранга п и п’, несущие 
плоскости которых не параллельны, получается $-мерное тело 
с двумя парами параллельных граней (расположение остальных 
нас не интересует). Будем называть такое тело трубкой и дока- 
жем, что объем любой трубки удовлетворяет неравенству 


о (п) о (7) 


Урон, ба (14) 


пп’ а 


Пусть трубка образована пересечением полос, порожденных 
плоскостями Р (п, а; 6) и Р(п’, а, 6’), причем «> 0. Заменяя 
единичный куб описанной около него сферой, видим, что объем 
трубки можно оценить по лемме 2. Пользуясь (10) и обозначениями 


леммы, имеем 
е (п) 
п 


р 
откуда и получаем (14). 


2. Сумма объемов всех трубок при фиксированных п п п 


р т удовлетворяет неравенству 
й 1 И Е = 
У (п; п; >) <п п’ ®(то(п’). (15) 


Для доказательства возьмем семейство Р (п, а;) параллельных 
между собой плоскостей, пересечем его плоскостью Р (п’, а;, 6’) 
и оценим сверху число пересечений, происходящих внутри еди- 
ничного куба, т. е. число М (п, а; п’, аз, 9’; а> 0). 

Обозначив через [ расстояние между двумя многообразиями 
$ —2 измерений 


| -- ах. ... + а: —6 =0, ее ауть +... Разх. — (6-1) =0, 
и 


[772 - аж... Нал —’ = 0 [в Нато... аз, — 6’ =0, 


т. е. между пересечениями Р(п’, а;, 6’) с двумя соседними плос- 
костями из Р(п,а;), и через № расстояние между двумя послед- 
ними плоскостями, найдем 
1 


По а очь а ЫЛО: зв —. 
у о пУз - от М 5$ 


Диаметр области пересечения Р(п’, а;, 6’) с единичным кубом 
не больше |/ $. Сравнивая этот наибольший возможный диаметр 
/, найдем 

№ (п ап’, а, ©; в 0 = 3-1. (16) 
1 
В случае «> от. е. п>>1, можно найти константу с; из 


условия пу $ - 1 < с5ап. Следовательно, 


| 7 1 . 
У (п, Иоанна =) С о. (16°) 
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Установим теперь связь между числом пересечений плоскостей 
Р(п, а:) и Р(п’, а;, 6’) внутри единичного куба и числом порож- 
‚денных этими плоскостями трубок, т.е. между М (п,а;; п’,а;,6; а > 0) 
и у(п, а; п’, аз, 6; & > 0). 

Две пересекающиеся плоскости (9) и (12) порождают трубку, 
если их полосы пересекаются. При достаточно больших значениях 
пит’, т.е. при достаточно малых значениях о (в) м ®(71’), но- 
лосы пересекаются лишь тогда, если внутри единичного куба про- 
изойдет пересечение хотя бы одной плоскости из двух 


пт -- ао Р... -- аз — 6 о (п) =0, 


ограничивающих одну полосу, хотя бы с. одной из двух плоско- 
стей 


п’ха - а. +... + ах. — 6’ о(п’) =0, 


ограничивающих другую полосу. 

Таким образом оценка числа у(п, аз п’, а; 6’; «> 0) сводится 
к оценке числа пересечений внутри единичного в двух семейств 
плоскостей, получающихся параллельным перенесением семейства 


© (7 
Р (п, а.) на и — в том и другом направлении, с двумя 
их 7 
Ут а... +а/? 
плоскостями, получающимися из Р (п’, а;. 6’) параллельным пере- 
5) м 9 


о) 


несением на ———— —^_-—______. Из последнего соображения легко 
И вай Нло 
получим 
Уна рва, ба О М (мае, 6:0), (17) 


1 ы - ; 
При а > => Из (106). и (17) следует 
у (п, О =) < а 
Из последнего неравенства и (14), считая а; а;, 6’в обеих 


формулах одинаковыми, получим 
© (п) о (п’) 
7 (п, а: п’, @;. а > *) <. (18) 


п 
Эта формула верна при любых Р (п, а;), Р(п’, а, 6’), удсвле- 
й ВЫ, т 
творяющих условию & > = Для оценки И(п; п; “> = оста- 


ется учесть число пар Р(п, а;), Р(п’, а, 5’) при варьирующих 
а;, а;, 6’. Замечая, что в силу (6) число допустимых значений 6’ 
будет меньше сп’, а число значений каждого из коэффициентов 
а;, а: 1=2,3,...,8) соответственно не больше п и п’, из (18) 
получим (15). 


1 
Пусть теперь 0<о=-,. —— о 


и (п; О-о д. —— = < сп” о (по (п'). , (19) 
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Имеем 


| (па: —т’а:)? -- У, (аза; — аа)?- 
а 9=2 Ей ар . (20) 
уе Ип’*-аз-... аз 


Следовательно, при &>0 наименьшее возможное значение 


Отсюда и из (14) 


У (м, а = п) < 53 (п п) о (п’). (21). 
Пересекая семейство Р (п, а;) плоскостью Р (п’, аз, 6’) при усло- 

вии бан ‚ из (16) и (17) получим 
У( п, ат аа, ба) < “| Из 1). (22) 


7% „ 
Будем теперь варьировать а:, а:, 6’ с тем, чтобы оценить число 
р 1 
пар Р (п, а:), Р(т’, а, 9’). Из (20) и а = имеем 


па; — п’а:)? - а:а; — аза:)? < $21”? 
7 


1$] 


УМ» 


<. 


или 


р (24 а; —а). с а а; — а;а:)? < 35°. 
1=2 23 
Из последнего неравенства убеждаемся, что при любых фикеи- 
рованных 45,...,@: каждое из чисел а›,...,а; может принять 
лишь ограниченное число значений, не превосходящее 25. Это зна- 
чит, что, составляя семейства параллельных между собой плос- 
костей Р\(п, а;), пересекающихся с фиксированной плоскостью 


‚ 1 = 
Р(п’, а;, 6’) под условием в < >, мы найдем, что число таких 


семейств ограничено сверху константой, зависящей только от $ 
(т. е. не зависящей от а;, 6’, п’, п). Варьируя в уравнении плоско- 
сти Р(п’,а:;, 6) коэффициенты а;, 6’ в дозволенных пределах 
каран”. В о ма А 


= Зап" 


Отсюда и из (21) получаем (19). 

Замечание. При выводе формул (15) и (19) нигде не было 
использовано условие п’ < п, поэтому указанные формулы сохра- 
няют силу и при п’-—п. Геометрический смысл их при и’ = 
таков: они оценивают сумму объемов трубок, получающихся при 
а нормальных полос ранга п между собой. 

. Пусть теперь &=0. В этом . разделе существенную роль. 
и играть' условия (6, п) = 1, (5', п’) =1, п’ < п. 
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Докажем, что 


У (п; п’; а = 0) < сп’ 1 (по (п’). (23) 
Прежде всего из (10) аналогично (7) найдем 
У (п, аа, 6; п’, а 0) <”, (24) 


так как объем общей части двух полос ранга п и И’ не может 
быть больше объема одной из них. 

Будем теперь рассматривать пересечение полос, порожденных 
‘семейством Р(п, а;), с полосами семейства Р (п’, а;) при а =0, 
т. е. при условии 

ей (25) 


для того, чтобы оценить число пересечений. 

Чтобы полосы, порожденные параллельными плоскостями 
Р (п, а;, 6) и Р(п’, а;, 6’), пересеклись, необходимо, чтобы эти 
плоскости были достаточно близки одна к другой, а именно, необ- 
ходимо, чтобы 6$ и В’ удовлетворяли неравенству 


| Ь Ь’ | 

| | 

ЕЕ И раА Е ва: | © 

р й © (п) т © ("/) БЕ 
Уйти... Е" Иа. ча" 


откуда в силу (25) и (8') 
|’ — пб’ | < п’о(п) Е по (п’) < 2п% (п’) 


или, если положить (п, п’) = 4, п=п.4, п’ =п 4, 
[7116 — п16' | < 210 п’). 


Решение этого неравенства в целых положительных би 6’ при 
(п, 6) =1, (п’, 5’) =1 совпадает © решениями в таких же фи 6" 


уравнений 
р.б’ = Е А А=4, №..., [20 (п) ] (26) 


(случай А= 0, очевидно, не может дать нужных нам решений, так 
как п’+ п). 

Так как нас интересуют лишь те плоскости Р\(п, а. 6) 
и Р(п’, а;, 6'), которые порождают полосы, то в, силу (6) нафи 6’ 
накладываем дополнительные ограничения: В < сп, 6’ сп’. 

При изменении В от 1 до сп (с, можем считать целым), 6 про- 
бежит с, раз полную систему. вычетов по модулю пи; п; и п! 
взаимно простые; следовательно, любое из уравнений (26) имеет 
не больше с, решений, а так как число уравнений, есть 
2[2п1о (п’)], то общее число решений всех уравнений (26) не пре- 
восходит 4,1 (п’). Отсюда получаем 


у (п, а; п’, а; © =0) < Аст (п). (27) 
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Оценим теперь число пар семейств Р (п, а;), Р(п’, а) при усло- 
вии (25). Полагая опять (п, п’) =@, найдем, что уравнение 
п:п’=а:а’ имеет 4 решений в целых положительных а и а’. 
если а < п, а’< п’. Следовательно, система уравнений (25) имеет: 


Не решений в целых положительных 4.,...,@з. А так как п’ < п, 
то 4а= п’ и число решений системы (25) или число пар Р(п, а), 

й $—1 
Р (п, а,), удовлетворяющих условию в = 0, не больше, чем п’. 
Отсюда и из (27) 


у (п; п; а =0) < 4спп”^ № (п’). 


Из этого неравенства и (24) вытекает (23). 
5. Из (13), (15), (19) и (23) получаем (при $ =2 ип’ < п) 


МЕ’ и < сей” (п) в (№) -Е сьп’^о (п) © (п’) 
- сп’ (п) © (п’) < сп (п) о (п). (28), 


6. Обозначим через Ё„ множество точек, входящих более чем 
в одну из нормальных полос ранга п, и оценим МЕ,. Согласно 


р 1 

замечанию, сделанному в конце раздела 3, И (п; па>- 
Чо Е 

и! (»; п. 0 = т можно оценить по формулам (15) и (19) 


при п’= п. Параллельные же между собой полосы ранга п при 
достаточно большом п пересекаться не могут, так как в силу 
(8’) и (10) расстояние № между соседкими параллельными нормаль- 
ными плоскостями ранга п при достаточное большом п больше 
«толщины» полосы 28,: 

1 2 (п) 


й == Е Ех = > й 4 = = 
уе... м уе тат... а 


Следовательно, при достаточно большом п (и $ =2) 


МЕ» =У (»; па > 5) НИ (п; по а =) & 
< вв | п*1% (п) } 2 - свп* {о (п) } 2 < с {п*1 (п). (29). 


П. Оценим теперь снизу меру множества Е„. МЕ» есть сумма 
объемов нормальных полос ранга п за надлежащим вычетом пере- 
крытий этих полос между собой. Заменим единичный куб меньшим 
кубом И’ (= <1;:<1—:),=1,2,...,$; &>0 достаточно малое 
число, которое будет выбрано ниже. Будем теперь учитывать из 
плоскостей (9) только те, которые пересекаются с И’. Рассматри- 
вая область пересечения любой из этих плоскостей с единичным 
кубом, видим, что наименьшая из пересекающихся с И’ хорд этой 
области больше некоторого положительного числа, зависящего лишь 
от $ ие. Следовательно, объем полосы, порожденной любой из этих 


уд Ф (п 
плоскостей, больше 2 ея ще в =2(с, 6) > 0. 


МЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ФОРМ 13° 


Возьмем семейстго Р(п, а;) параллельных между собой нор- 
мальных плоскостей и найдем нижнюю грань числа тех плоско- 
стей этого семейства, которые пересекаются с И’. Пусть временно 
параметр 6 в уравнении семейства Р (п, а;) пробегает любые це- 
лые положительные значения, а не только взаимно простые с п. 
Обозначим новое семейство через Р’ (п, а;). Любая из нлоскостей 
этого семейства, пересекаясь с единичным кубом, пересекается 
сего диагональю, проходящей через вершины (0,0,..., 0) и (1,1.,...,1), 
так как все а; > 0. Расстояние между двумя соседними плоскостями 
равно ЕЕ ‚ синус угла наклона плоскостей к диагонали 
И п: а*-.. 

по +... р. 

ту -, следовательно, внутри единичного куба 
ИУ Иа +... 
пройдет ве меньше, чем п-+ а, +... а. плоскостей из Р’(п, а. 
По той же причине с отрезками диагонали, заключенными между 
точками (0, 0,...,0) и (Е, =,...,Е=) с одного конца и (1—2, 
1—=,...,1— =) и (1, 4,...,1) с другого конца, пересечется не 


равен 


2 2: Е. я 

больше, чем У (па. | ...-аз) + 2 плоскостей из Р’(п, а;). Тавим 
$. 

образом, внутри куба И’ пройдет их не меньше, чем 


(1 У) (пы. -+4) —2, 


т.е. при достаточно малом Е, достаточно большом п и при дополнитель- 
ГА 
ном условии а›> 5 5 — не меньше, чем п, причем этим плоскостям бу- 


дут соответстеовать значения 6, пробегающие некоторый отрезок на- 
турального ряда чисел. 

Налагая опять на 6 ограничение (п, 6) =1, находим, что с И” 
пересечется не меньше, чем © (п) плоскостей из Р(п, а;), где ©(п) 


функция Эйлера. Варьируя коэффициенты а; (1=2,...,3) в урав- 
р о (п) 
нении семейства Р (п, а;) и учитывая нижнюю грань 25 —„  Объема 
полосы ранга п, получим 
МЕ» > #п3-29 (по (п) —с { п (*) }2, (30) 


где последний член, оценивающий сверху взаимные перекрытия 
полос ранга и, составлен по (29). 

11. Обозначим через. Р„к (Е > 0) множество точек, входящих 
в Ени не входящих ни в одно из множеств Ев, Елуа» ..-, Вии. 
При А =0 положим Е, = Е». 

Заменив в (28) и (30) п через п + Ки п’ через п 1 (1< ^), 
пайдем 


МЕ, > 8 (п ®)*-2 9 (п-+- Ко (п ) — 
К 
с (п Кто (п - Ю У (и 0-16 (п- 9. (31) 


р 


> 
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Сделаем теперь решающий шаг в доказательстве, а именно 
покажем, что при любом достаточно большом п можно найти 
такое натуральное число Л, что 


И: \ 
М 4 ба ВЕ р о 
= о ; 


где  — некоторая положительная константа. 
Так как, по определению Е». и Рик, 


т ы | ны \ т _ 
о их 
Е Еть й я МЕ и, вр = УМЕ 
м = ) м 0 ) = 
то достаточно доказать неравенство 
М 
№ МЕ,, К = \- 
К=0 


В доказательстве будем пользоваться оценками [см. (?), стр. 708], 
относящимися к эйлеровой функции ©: 


п 


У — 9+0 (108? п). (32) 
#1 
а (32°) 
&=1 


где  — абсолютная положительная константа. 
Положим для краткости из-1в (п) = 1 (п) и определим натураль- 
ное число М неравенствами 
м М1 
; в у. т 
Ули = < Ули +, 
в=0 &=0 
что при достаточно большом п возможно, так как по (8) и (8’) 


интеграл 
со 


| 1 (0 


расходится и (п) монотонно стремится к нулю. 
Тогда при = \М из (314) 


МР, > О иА. 


п К 
Следовательно, 
№ м 
% та \ (п -^) 92? 
УмЕ, 8 >. 1 (- о . 
= ЕЙ в .С 
Положив 


вы 
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и ИОН НОЕ (32’), находим 


№ 
Учении т = Мок {1 (п--®— (п +1} + 


ко (ПМ 1) —ж- 11 (п) > 


М 
>в ею Ми ю —1@+#+1} + 


ы бете +1) — ои-11 (п) = 
рт п -ЕЮ-+ вп —1) 1) Еи®-+ № аи м) + 


Е=0 
Ним (п Е М- 1) —9-1:1(п) > 
ыы {8 — ии м+1)} + и — (п) + 
ы И-М) 9 (8-Е М) 9. М1) — 0-11 (п). 


Применяя (32) и (8’), убедимся, что при всех п, начиная с не- 
которого, 


(Е А) = 2 2 350% 
Уне+ит ЕВ Е 8с ° 


о. при достаточно большом п 


Зо? 212 НТ 
Ум =. 5 = =. 


4с 8с 
ре 0 
У. Из раздела ПШ следует, что можно найти две бесконечные 
последовательности натуральных чисел 71, 75, ..., И... И М, М, ..., 


М... так, что п: > т-+М и 


№ | 
м{ ХЕ} > 1. 
в=0 

Если теперь обозначим через ЕЁ’ множество точек 5-мерного 
единичного куба, каждая из которых принадлежит бесконечному 
множеству членов последовательности Ё1, Е», ..., Е»,....то в силу 
последнего неравенства МЕ’> 1 Следовательно, по известной 
теореме, при любом 8 > 0 можно разбить единичный куб на такое 
число т* равных частичных кубов, что по крайней мере в одном 
из них содержащаяся в нем часть множества Е” будет иметь меру 
‘большую, чем (1 — 3) тз. Обозначим этот куб через ч. 

Пусть 2(71,2%,....2) точка куба %, входящая в Е’. По опре- 
делению Ё’, при п-> со точка х бесконечное множество раз 
удовлетворяет условию (11), а тем самым условию 

ах: + ах» +... Е а; 6 | < ® (п), | (33) 


а» $ — целые, п = шах { | а, |... аз: 
ИМЕН, Серия математич., № 3 9 
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Следовательно, при тех же а; 6, т. е. бесконечное мно- 
жество раз, 


| а: + ада... + ад: + 9| < $ (п), (34) 


так как по (8) о (п) < $ (п) 
В каждом из остальных т7°—1 частичных кубов поставим 
точке х в соответствие конгруэнтную точку 


ре р о 1 т 
даа тя" ( а + 2+ = о-в... а 1 


т 


где г; для каждого куба — вполне определенные целые числа. 
Покажем, что координаты любой точки х’ также бесконечное мно- 
жество раз удовлетворяют неравенству вида (34). 

Пусть и выбрано так, что неравенство (33) выполняется (таких 
п найдется бесконечное множество). 

Тогда 

[ат +... - ата: + ть ат +... + 
+ ат. — аи, — ... — а57з| < то (п) 

или 


| азт (2, | п) ... Ват (же = 5’ | < то (п), (35} 


где 6’— целое число. 
В силу монотонного м. #ф (1) 


пт (п) ф {пт (п)} < м 4 {= =(*)} 


“(= ) 


или, так как п (7) монотонно возрастает и ф {пт (п)} = (п), 


то (п) < ит р и): 


При достаточно больших п 


1 п 
;- (>) >т и то(п) <ф(ту.. 
Таким образом при достаточно больших п из (35) получаем 
разля с. - азт8 + 6" | <$(п’), 
где а; = та:, п’ = ти. 
’ ы | х | 
Так как п = шах { [а; |, ‚| а; 1 и последнее неравенство, 
имеющее вид (34), выполняется при бескэнечном мноэкестве зна- 
чений п’, то утверждение относительно х’ доказано. 


Итак, все точки Е’, входящие в %, а также все точки единич- 
ного куба, конгруэнтные последним, бесконечное множество раз 
удовлетворяют условию вида (34). 
жества этих точек больше 1 — 8, 
мало, то теорема доказана. 


Как легко видеть, мера мно- 
а так как число 3 произвольно: 


2ОВ МЕТЕ]ЗСНЕМ ТНЕОВТЕ РЕВ 1ЛМЕАВЕОВМЕМ пАЗ 
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С]аззе Чез зстепсе$ Отделение математических 
татретайдиез е1 патагейез и естественных наук 


П. Я. ПОЛУБАРИНОВА-КОЧИНА 


К ЗАДАЧЕ 0 ПРИЛИВАХ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ БАССЕЙНЕ 
ПРИ МАЛЫХ ЗНАЧЕНИЯХ УГЛОВОЙ СКОРОСТИ ВРАЩЕНИЯ 
жидкости 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Статья дает некоторое обобщение двух работ Л. Релея, отно- 
сящихся к вопросу о колебаниях жидкости в прямоугольном 
вращающемся бассейне. 


от 


При обычных предположениях относительно приливных волн 
в бассейнах, когда считают волны длинными, пренебрегают верти- 
кальными ускорениями и амплитуду колебаний частиц жидкости 
считают малой по сравнению с глубиной жидкости, —уравнения 
движения несжимаемой жидкости в бассейне постоянной глубины 
й, вращающемея с постоянной угловой скоростью ® вокруг 
вертикальной оси, могут быть написаны в следующей форме *: 


ди О > 
я 209 = — 8. ((— 5), 
до 9 › > 
в _ ди до ^\ 
ры Авт 
Здесь (= а О— потенциал приливообразующей силы; (—воз- 


5 


вышение уровня жидкости над плоскостью ХОУ; и, о—составляю- 
щие скорости частицы жидкости по осям ОХ и ОУ, вращающимся 
вокруг оси ОЙ с угловой скоростью 9; &— ускорение силы 


тяжести. 
Мы будем рассматривать свободные колебания жидкости, т. е. 


будем считать © = 0. Предположим, что и, 9, С зависят от вре- 
мени { следующим образом: 
и = ВеЙе"!, о = ВеТе®!, (= Ве 7е, (2) 


* См. (1), стр. 373. и (2), стр. 236. 
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(Ве—вещественная часть функции), где о— постоянная часто а 
колебаний, ПИ, У, /—комплексные функции координат ф, у: 


ПО и 


так что, например, С равняется в развернутом виде: 
(= 1, 603 0 — И, з1п 0. 


Подставим выражение (2) в уравнение (1), причем знак Ве 
писать не будем. Получим: 


50 — 27 = —# 52, | 
ааа 3 
У 250 Е (3) 
И = —А а -- ду 


Из первых двух уравнений (3) найдем 0 и Г, затем, подставив 
их в последнее из уравнений (3), получим уравнение для Й: 


= ._ 97 97 \ 
П=- = (1 — -- 25 95 | — 
97 . 07 
Е С = +3 
= — 97 | 07 ы 
ИО. (42 == + эй й (5) 
Введем ея 
[ РО] 
мы 4 и 
Тогда уравнение (5) перепишем так: 
АЯ - (2 — =?) 7 = 0. (7) 


На контуре /,, ограничивающем область 5, занятую жидкостью, 
мы должны иметь: 
0 


где о, — нормальная составляющая скорости. 

Заменяя в первой из формул (4) производные по 2х и по у 
соответственно производными по п (по нормали) и по $ (по дуге), 
приходим к такому условию: 


О 2008 = 0 на Д,, 


Пользуясь обозначениями (6), это условие напишем в виде: 


97 . 07 
^ д% — 9$ 


НА. № (8) 


Наша задача сводится к отысканию решений уравнения (7) 
при условии (8) и определению значений параметра Л, а тем 
самым и частот с, при которых имеют место отличные от нуля 
решения. При этом мы ищем решения в виде рядов, расположен- 
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ных по степеням =, т.е. решения, имеющие место лишь при до- 
статочно малых значениях с, а следовательно, и ®. Такую задачу 
рассматривал Л. Релей (Г. ВаУе1о п) (3), (4). Наш метод является 
более естественным и приводит к более общим результатам. 


$2 
Положим, 
А = А - Ли + А, =? - ... , (9) 
Я = И - 94=- Я - о... (10) 


Подставляя эти ряды в уравнения (7) и (8) и приравнивая ме- 
жду собою коэффициенты при & в левых и правых частях этих 
уравнений, получим: 


Ру - 9-24 1- (2^0Аь - 1—1) 2—5 (2 А. - 24,2, 3+ ... 


Аи прил ИЯ 


г 2^\ ^; 2, а и м, р \ четном | =0, (11) 
_ 92, 97, Он 92 
7 9% Лу 9% РА а. г Е м % (12) 
Полагая / =0, получим: 
Ао + ^52ь = 0, (13) 
22 = 0 на 2 (14) 
в 


Мы видим, что Ху и А являются соответственно собственной 
фупкцией и собственным числом задачи о приливах без враще- 
ния, т. е. при Е = 0. 

Предположим, что эта задача нами решена, т.е. что мы знаем 
все значения А и соответствующие им функции 24”) для бас- 
сейна заданной формы, причем пусть функции Й(”) представляют 
ортогональную систему, нормированную так, что 


И 20) 45: =0 при тп, | 
(15) 
2"* 45 == А, | 


где интегрирование распространяется на площадь, занятую 


5 


бассейном. 
Для прямоугольника, как известно, характеристические числа 


имеют вид: 


$ т? п р 
ди, =” о $2 / ) (15) 


818 П. Я. ПОЛУБАРИНОВА-КОЧИНА 


где т и п могут принимать любые целые значения или нуль. 
Соответствующие фундаментальные функции, нормированные, как 


указано выше, таковы: 
2 ттх ппу 


Итл) = — 603 с0$ . при т 0 ип-=0, 
к аб а ь (17} 
АО ттх И. _ пму | 
‚о (0, п) . 
р У 25608 —5 


а 


Характеристическому числу /^©,” = 0 отвечает фундаменталь- 


1 о 
ная функция: 2 =. В случае прямоугольной области мы мо- 


эжем встретить как простые, так и кратные соботеенные значения. 
Так, например, если отношение квадратов сторон есть число ир- 
рациональное, то все /(т,”) различны между собой. Наоборот, для 
квадрата, для которого 
т? 

№ = 15 (т? + из) 
существует бесчисленное множество пар значений (т, п) и (т’, п’) 
таких, что 

Ат”) 8 до ›п/). 
Например, так как 32-Е 4? = 42 -{ 32 = 02 5? = 52 -- 0*, то имеем 

ИО ЮО 
46,9" — 4,3)" = 10, 5) = 6,0 = 


а? 
Или, иначе, собственному значению 
95 п? 
ь 95 т 
Ао == ег 
соответствуют четыре собственных функции: 
ыы - 
2 зто т 2 Ах 3 и? 5сх И 51 
Обо 60 6 К ба $ и оз ПИ 
а [2 а а а [22 а а а 


Вообще, если т -Ё п, то для квадрата имеем по крайней мере 
двукратное характеристическое число (так как 2? -- п? = и? т?). 


$3 


Обратимся прежде всего к случаю, когда А, является простым 
собственным числом. Тогда за Й, примем указанное гыше норми- 
рованное значение собственной функции (17). Для ]/ =1 на осно- 
вании (11) и (12) будем иметь: 


АЙ, —- м —- 21 ^о25 = 0 В 9, (18) 
97, ‚ 9 
и (19) 


Умножим все члены (18) на 2.45 и проинтегрируем по всей 
площади 5. Заменив 4, на —А. на основании уравнения (13), 
получим: 


| | (2.42, — АЙ) а5 2, | [2345 =0. 
- | 
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Применяя формулу Грина к первому интегралу последнего 
равенства, будем иметь: 


97 
| т А 
рр 
д 


97 
ди?) 48 2%, | | 245 =0. 
5 


97 7 ‚ 07 
Но =Ои = х 55’ на [,, поэтому последнее равенство при- 
водится к такому: 
р 97 
-. | а, п 2195 —0. (20) 
Ё 5 


Контурный интеграл, очевидно, равен нулю, а интеграл по пло- 
щади 5, на основании (15), равен единице, поэтому получаем: 


Аз = 0. (21). 
После этого будем иметь для И, уравнение 
АИ, - №32, =0 (22) 
и контурное условие 
9 2.90. 
ВА, Е (23 
Между прочим, из (23) вытекает, что 
Г 907 
\ п 48 — 0, 
т, 
а так как 
{42,45 = | 27 48 = 0, 
5 7, 
то на основании (22) 
| 7, 95 —0, 
8 


т. е. среднее значение части возвышения Й, равно нулю. 
Чтобы найти решение (22) при условии (23), положим 


ИЛ] == И НЕ 21’, 
где 7: пусть будет решение уравнения 
АЙ: —=0 (24) 
при условии 
о : 
и (25) 
71 — решение уравнения 
АЙ. -- 071 = — АЗ, (26). 
причем 
7 ое 
о Ри (27) 


И, как решение задачи Неймана, определяется (с точностью 
до постоянной) единственным образом при определенном выборе 
И; И определяется с точностью до слагаемого вида 

Стб, 
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где С,—произвольная постоянная. Если 1 — некоторое частное 
решение уравнения (26) при граничном условии (27), то общее 


решение Й., которое будем обозначать через и имеет вид: 
ДЕ ЕО (28) 


Чтобы найти гармоническую в области 5 функцию 1, мы мо- 
жем применить метод Грина, воспользовавшись функцией Ней- 
мана, т. е. функцией 


1 
№ (2, у; & 1) = — 5-87 - М! (2, у; &, 1), 


где (& 7)—координаты произвольно взятой точки в области 5, 
г=И (1—1 (у— 1), М, (1, у; $ -— гармоническая функция 
относительно (7, у) в области 5; веледотвие симметричности М, 
относительно пар аргументов (5, у) и (&, 1) она гармонична также 
относительно переменных (&, 1). На контуре Г. функция Неймана 
удовлетворяет условию: 


где / — длина дуги кривой Г. Тогда, как изЕестно, 7, может быть 
определено по формуле: 
Е а я 97 
21 (х, у) = | мс, У 1) зи @ = 3. | м (зи). 48. (29) 
} - 
Предположим теперь, что 1(х, у) разлагается в ряд по функ- 
циям 05); 


214 у) = Ха» 749 (в у), 


т. 3 
где 
т \| 7.209 а$. 
5 
Покажем, что а»„—коэффициент при 2. = 2", —разен нулю. 
Действительно, 


ати [24249 =— [254245 =— р 1] (ПА Ай!) 45 
5 | 5 


{так как ЛЯ, =0). 
Применяя формулу Грина, имеем: 


21 1 270, 97) . д: 
“== д | (2: 2 = 48 =. |2 0 
т 
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Для того чтобы найти (1, подставим ряд И: в правую часть 
уравнения (26): 
9? .‘’ у 
АР = — № У, а, (5, у) (30) 
т,з 


{штрих у знака У) означает, что ряд не сслержит члена с 2%). 
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Ищем 7: в виде ряда 
их 
и = У А. 
",$ 


Подстановка его в уравнение (30) и сравнение коэффициентов при 
75) показывает, что 


а 
ох 
а тогда для 7, =7.-+- И, получим: 
Иа 54 $ 
= У, у. (31) 
т,$ 


Общее решение уравнения (22) при условии (23), согласно 
‘сказанному выше, имеет вид: 


— г (",5) 
д И СЖ (р, у). (32) 
т, 5 
Предположим теперь, что мы нашли коэффициенты рядов (9) 
и (10) до Л; и Й,;_: включительно, причем Й1, 15, ..., бура ор- 
тогональны 2%, и будем определять А; и 7;. Для И; имеем неодно- 
родное уравнение 


где 
И ее 
5 —(2^.^; -- 21; + .. 5) 20 (34) 
при контурном условии 
97; ь . 
РР | — у ($) ва ИЕ (35) 


через /;($) обозначена известная (после того как определены 7, 
и А» до Е =]—1 включительно) функция: 


‚ 07; 97; 97, 
й 7—1 д 9—1 12 а __ Аа 97, я 
= Е 95 № дп № дп и ло 0 на Г. (36) 
Умножим (33) почленно на 2 и проинтегрируем по площади 5, 
Е АИ 
причем в первом интеграле заменим 2% т. 
0 


|| (242; — 2.42.) 95 = | | Е; (х, у)2, 45. 

С 5 

Вследствие предположенной ортогональности #,, Д»..., 1 
функции И, в правой части останется отличным от нуля лишь 
последний член суммы (34). Применяя к левой части последнего 
равенства формулу Грина, найдем: 


г 97 . 
) о ВА Ань | | 295, (37) 
5 


УИ 
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или 


а ы 


2%;-1 Ла при ] ыы 
о а: 5 =0. (38) 
3 при] четном 
2 


Из этого равенства найдем ^\,. 
Теперь, для вычисления 7, положим 


= 2, 

причем 
я 97; , 
47; =Ов5, -„ =) ($) на р 
и 
47; -- №7:' = Е; (х, 9) — №й; в 5, (39) 

97,” 

= Фи И 

дп 


Найдем 7; хотя бы с помощью функции Неймана. Решение 
Й; определяется с точностью до постоянного слагаемого, которое 
пропадает при вычислении 7;. Предположим, что 7; можно раз- 


2 (т,5) 
ложить в ряд по фундаментальным функциям По 


2} = Ха. (40) 
Вычислим коэффициент при А Е 
8. } 2.45 =— 1] 272.45 
1 , Е ИЕ ‚ би 97. :^ 
—: || (242, — 2425) 45 = д | (бд) @ = 


Подставим ряд (40) в уравнение (39). Нетрудно видеть, что козф- 
фициент при 7, в правой части этого уравнения обращается в нуль, 
так как он равен с0 знаком минус левой части равенства (38). 
А так как правая часть (39) не содержит 7, то существует ре- 
шение #;', которое можем искать в виде ряда по фундаментальным 
функциям: 

2 = ХВ. . 


й, 5 


Пусть 
и, (х, 9) — №2; === р р . 
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Теперь будем иметь: 


И 
В: д, — м 
и 
‚ „. ь, „7, $) 
2; — 7) —- Я == > а07 С, _ -- т тут Е * (41) 
№5 


Формула (41) представляет частное решение уравнения (33). 
Общее решение содержит еще слагаемое С.Й., где С; — произ- 


вольная постоянная. Обозначим через й общее решение (33). 
Нетрудно проверить, что если мы возьмем для 1 в формуле (10) 
два выражения 
= 2% + 2Е- й.=2-+.. 


и 
В = 0 Е 2, -... 
то эти выражения будут отличаться друг от друга лишь общим 
множителем, не зависящим от хи у, а зависящим лишь от Ев, а 
именно, множителем 
ТЕ СЕ + С? . 

Далее очевидно, что коэффициенты Л; не зависят от того, 
какие значения 7; мы выбираем. 

При вычислении коэффициентов рядов (9) и (10) мы исходили 
из значения А = -- А, при = = 0. С таким же правом мы могли бы 
исходить из условия: А = — Л, при = =0. Тогда мы получили бы 


‘такие ряды: 


А’ = — Ло АЕ — ЛЕ? | ЛЗ —..., (42) 
2 = 0, — ИЕ- 2,=? — И.З ..., (43) 
тде Л., Л,,..., 20% ,... имеют определенные выше значения. 


В этом можно убедиться непосредственно, если проследить весь 
процесс вычислений. Но можно это проверить, исходя из следую- 
щих соображений: если в уравнении (7) заменить А на —Л ие 
на —, то уравнение не изменится. Граничное условие (8) также 
не изменится, если одновременно заменить А на —Л и = на —. 
Следовательно, если мы нашли некоторое значение ^ и некоторую 
функцию Й, удовлетворяющие (7) и (8): 
л=(), 2=Ецх, у; ®), 
то 
А’ = —©(—=) и 2’ =Е(<5, у; —2) 

также будут удовлетворять (7) и (8). А это как раз и даст нам 
ряды (42) и (43). 

Далее, из способа вычисления коэффициентов 71, Й,,... сле- 
дует, что если принять для Йо вещественное выражение, то », #а, ... 
‘будут вещественными, а #1, 43,... чисто мнимыми. Следовательно: 


Я =. 
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Отсюда нетрудно притти к заключению, что если А вещественно, 
то \’= —^. Действительно, если уравнения (7) и (8) заменить им 
сопряженными, то А придется заменить на —^. А это значит, что 
в случае вещественного Л ряды (10) и (42) содержат только чет- 
ные степени = *. 


$4 


Рассмотрим теперь случай прямоугольного бассейна со сторо- 
нами х=0, х=а, у=0, у=ф. Обобщенная функция Неймана 
для прямоугольника может быть представлена в виде такого три- 
гонометрического ряда **: 


(”, 5) (",5) (Е 
№ (в, Ъ = У и = 


Же мы у ТЕ 5 


А с05 с05 
= =УхУ- а 
ен 72 52 и: 
с Ь аа" фа 
и ТЕ $ ИЗ 
р < со“ сз ^ И < оз со 
= \ : 26 \ Ь Ь 
фа ды 72 Г ат? <= 52 
8-1 
Положим 
т, п 2 тпх пт 
ее со; И 


ЗВ $ г 
Тогда по формуле (29) 


71 (х, а 9; 5) 2 аз = 


пу 
с08 7" оз а = 
: 91 | 4 а т ве ПД ое д и "тт 
т ль У а ам 4 т ГЕ" Ь 93 а 60$ -5 48 
э+ы 1 
сов”? г 
2а а | тп д тд: пл 
и НР 608 "5; (60$ 210087) а; 
т 


Сс 05 ту 
9 ь : Е т 
+ ви с оз те 05") 4 р 


* В подготовленной автором к печати работе «Об интегральном уравне- 
нии теории приливов» доказано, что при вещественных значениях = характе-- 
ристические значения А также вещественны. В этой же работе доказано, что 
ряды (9) и (10) сходятся при достаточно малых значениях с. 


** Функция М’ (х, у; Е, 1) отличается от функции Неймана М (5, у; Е, т) 


$ 3 тем, что удовлетворяет неоднородному уравнению АМ’ = = и однородному 


= 0. При решении нашей задачи она может быть 


/ 


9% 
взята вместо функции М (х, у; Е, 1). 


граничному условию 
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Вычисления приводят к таким значениям интегралов: 


тт ттё пп 
ТЫ [| ооз” ЕЯ сов 5, ( оз -? с03 р) 48 = 


а 
7й 
Г т? п? 
= = Е рее 
[41-9 с 
[ т? 41? ь 
= аа, ебли т --гип-| $ нечетные, 
| 0, если т- г или п -$ четное; 
т гп: д тя пт 
= |\ © = ——? 60: |3 — 
Ь \ Е. 5% (оз 2’ 603 — аз 
Г, 
[ &т2 
Е н_. если п и т-г нечетные, 
| если п или т - г четное; 
тп д т пт \ 
= {| 00$ © = 
1 | 08 55( 608 5 )4 
Е, 
( 1,52 
УЕ если т и п-- з нечетные, 
| ©. если 7% или п - $ четное. 
поэтому для Й, получаем 
: | о ВК 
а С УХ( т? п? а о 
м № Нав аъ 5? 17—12 52 — п? И 9 
О. ай" $? 
о ттт 0% $“ 
и Заз, а 86=2 % ь 
фа № т? — т? ат? пы 38 — п? ° 
т $ 


Здесь 
* | 1, если п нечетное, 
я \ 0, если п четное; 

| 1 при т нечетном, 
м при т четном. 


Значки суммирования г и $ таковы, что г-- т изз {п являются 


нечетными числами. 
Формула (31) показывает, что для получения 2, из 2: коэффи- 


дз 
циенты при 7 в последнем нужно умножить на Е. Таким 
т 0 
образом получим: 
ттх 5пу 
о 003=——=605 
И 16: 2% о. т? п? ) а ь р 
С 2 В 3 2 2 2 
и 72 а33 Е ыы р 8 _ 
0 дот? У аз Е + аа 18 
г с08 —— 5208 —_ 
\\ / 
+ Я > 2 ЕЕ 22 Я 52 2 , (44} 
(2 — т?) я—№ ) 8 (5? — п?) =) 


где 
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% 


Преобразуем коэффициенты ряда для Й, с помощью разложения 


> = тт 5пу 
дробей на простейшие. Коэффициент при 605 —— 60$ -„_ может быть 


представлен в следующей форме: 


т? п? ) 4 ре Ь2т? 
В 5 о о (7 — т) ($8 — п?) 
у 
а? ' 6? С 
ай 28. вв а?п? Е 2773 
7 15 ("2 — т?) (5% — п?) к а А 
ем) (5+-4) тт) (5+3 -№) 
Коэффициент при с05 = : 
7? - $2тя 6: 
2 Е. — ий + т 
5) =) 
Коэффициент при 603 =: 
5? а?т? 4271 


в = ЕЕ 
($2 — п?) я-м) А: о "(:-). 


Поэтому й, можно написать в одном из следующих двух видов: 


сов” соз Я 
321 | а ов 


Я —= —_—_—_—_ 277,2 ® ь 
ь Дот?аь У аЪ | . х тя ЕЙ с 


сов" соз 
т 6 \“ а 
2)? 
М + 
$ м В 12 
а 62 
7 Аа: 52 СО 
+ т . 
2 2 2 73 > ИЕ за 
СА. (нм) | 


Но 


ттт зпу 
0$ — 0$ —^ 
Ра 
ыы т? — га Е в: 
ы 2 ра 18 
а 6? 
т с08— О 
ва - — 
2 72 ЕЕ. о) 52 х:. . 
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при т четном 


Воспользуемся формулами: 
г ._ тя 

п 

а 


при т нечетном (0 = х= а) 


с05 ГЕ 
“ Е а | ить 
Е и т . тт 1 
(тт неч.) г 51. == Е 
ь 177% а 2т 
гтх 
©0$ — св па| х— — 
< а па 2 1 0— 
ме сое (О=з=а) 
(г четн.) р а $В 5 
ст 2 ^ 
60$ — О 
п са ое ) 
Г И ата, (0х = 


72 
(г неч.) —; - 52 
а? 


Рассмотрим отдельно четыре случая: 
1) т и п четные; следовательно, г и $ могут принимать лишь 


нечетные значения. Тогда 
21 ОА о ит 
Иа = — $1 91й т’ + 
2 И аб па @ 
Е а 5ту 
г ЗВ ие в 1609°—^ 
у ЗИ = #(= ре аа М 
7 а я Е 
($ ей ($ — п?) 2 Аа [61 5) 52 № 
2т па . тлпх пу 
—ва — ап —^ — 
а Ь 
гтпх 


с05 а 
(45) 


^о 
ОЕ ь` 
из — 7 (+5) 
РА ть У ы к 
а“ Ул 


2) т и п нечетные; тогда г и $ принимают только четные зна- 


21 тб. тпх . 
И Е —= 

а Ь 
5пу 


ИА, = —- - 
2 Иаь па 
ЕВЕ _ 
‚— 0$ —* 
*) Ь 
=== 


чения. Имеем: 


5 
: ОВ с 
Е 1 ПА \ 2 21 па <; 
тп? а а Ао@ И Иаь ть 6 
а гтх 
Ао и а и. р я —^о (+ к 
т т — м 2 
и — — (т? — т?) в > ИУ 8 — № 


ь- 
— сов (у— 5) 


и и ‘а 
т?т? Ь АА 
Ш» - 


ИМЕН, Серия математич., № # 


(46) 


10 
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3) т четное, п нечетное; тогда г должно. принимать нечетные, 
$— четные значения: 
ул? фт . тп. пму 


а Ра гтх 
сп Ч № (4-5) 08 —— 


= 672 ЯН в. у 
ит = — 8 (7* — г?) вв > и Е 28 


4) т нечетное, п четное; тогда все г будут четные, $—нечетные: 


— ре их 


21 ть . тп пту 
——— —_ —_ 6] — 
1 СИ 5 па Ви — а -- = 
ЕЕ — 
те . НИ т 
тат. свт и ны в 5) с0з Ъ 
и тз а ЕЕ м а =, 
У = 0-м и -Я 
м 21 па ттх пту 


Иа вы а в Ь + 


/ 
- ь 8 
й Во 5 


Нетрудно видеть, что полученные простые ряды для И схо- 
дятся абсолютно и равномерно в области прямоугольника, что 
отдельные слагаемые этих рядов суть частные решения уравнения 


Ай - №7 =0 


и что функция, определяемая полученными равенствами, удовлет- 
воряет контурным условиям. При этом, чтобы проверить выполне- 
ние контурных условий на сторонах у =0 и у=ф, следует взять 
в каждом из четырех случаев первое выражение для 11, для сто- 
рон же 4 =0 их=а следует брать второе выражение. 


После того как найдено 2,, мы можем вычислить А», поль- 
зуясь формулой: 
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где 


Ас 
=, 


97 
о-55 45. 


И 
Здесь удобно воспользоваться двойным рядом для Й,. Получим: 


0. 


т, 8 


256 ® (7272 — т25?) 
р 2 я РЕ 
Ата? (т — 17) (пз — вая Е ее 5 1) 


№ 128=, У 128: У $1 
2192 =) Я то о 
Я за?ь (7 — т ое тт 73а2ь 2 п) ( 52 


а 


ие 128 %\ (7125? — п25?)2 
А т ел А3а?ь? > РОРОЙ 527 т 


71 


64: бл: 51 
НЕ 3 а кр ТЕ 3 тя РЕЯ (49) 
о > (77 — #2)? ( = - ,. о > (5—1) (в Са =>) 


с с точностью до члена 9? имеет вид [см. фэрмулы (6)]: 
1 
б = би о" = 


Приведем результаты вычислений 7, и ^, для случаев, когда т 
или п =0. Именно, пусть 


та ттт 
Ло == и р бо 


Тогда 
п $пу $пу 
2 
Е 8 Иа: У У т? с08 —— 03 — Е У с03 —; (50 
И 4% Иа | - - он а 2 - эх з ) ) 
(п-т неч., Иа ` 2 ° 
з неч.) 
Е 1 при т нечетном, 
в |0 тра т четном. 
ах 1 о 74 
и р а? 6? 24 п т = ОИ 
2 —_72\2 и р ВЫВЫ || 
фт неч., —. й а? е ы в) 
5 неч.) 
32а И р) т? к? 
кт" м 52 да 2 ЕРИЕВе Е: (51) 
ей 
Если же 
о ппу 
75 — ЯВ 605 во 
то 
у п? с0$ И вов соз 77 
р. 8Ия 2% У а Ъ У 59 
: 1 Уаь = и а И Г (52) 
о п. 9 *) ( - — 18 у 
("+ неч., а? р? а? 
$ не 


- 1 при п нечетном, 
1 = 


0 при п четном. 
10* 
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1 6% % пл 
^› == ЗАРЯ май 2 2 р Е 
27 13а? оне (= ее 1) 
32 1 2 __ п? ко 
м аа 2 те, № р? ° (55) 


Что касается следующих коэффициентов рядов (9) п (10): 


7, бу...) Аз А...» ТО мы не останавливаемся на их вычисле- 
нии, так как оно очень громоздко. Дадим лишь выражение Й 5 
пт т) 
ы _ сов РЕЯ соз 99И 
7 «о | 16 р т? п? т т 52 а Ь 
= ПЕНИЕ :) а а = В 
2 И а ды тт тЯ—тй п 5 и —р 5—4 (#1,— 73) (1—8) 
ре 


$5 


Кратные фундаментальные числа. Если Ло = Ат 
является кратным фундаментальным числом уравнения (13) при 
контурном условии (14), то изложенный в $ 3 метод вычисления 
7, не годится, так как формула (31) для 7, может оказаться со- 
держащей нули в знаменатэле, именно, в тех случаях, когда най- 
дутся значения: г = т, 3+1, при которых 


2 2 
= Атл 


2 
Пусть Ао есть кратное число кратности К. Тогда числу Ло отве- 


чают фундаментальные функции 10, б5%,..., бло. Пусть 
№ = А, ло ыя Або --..- РА къ, 
где А,, А,,..., Ак — произвольные постоянные. 


Исходя из написанного выше выражения 0, будем искать 2, 
т. е. решение уравнения Лапласа, при контурном условии: 
92 _ 1 920 
‘ди ААС 95 


Разложим 7; в ряд по в ж? 
И УВ ХА ‚Хх а у ‚ 3) (х, у), 


97(трт 
а = с \ ты 0 


где 


= 


Г. 
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Здесь для большей определениссти обозначено: 2 = 7("7"7. Если 


т), 
обозначить а через а?” , то нетрудно убедиться, интегрируя 
по частям, что 

р” = — ат. 


Переходим теперь к уравнению для 11: 
АИ 221 = — 2.\, 2, — Л, 21, 


о наи 


Подставим в правую часть уравнения для Й1 ряд Ил: 
В А 
Ал’ 32 = — АА, ХА — № У, 4. а717 259 (х, 9). 
1=1 = 


Для существования решения последнего уравнения необходимо 


отсутствие в правой части его членов с 207”"*, 20°" ,..., 20, 
т. е. необходимо выполнение А равенств вида: 


2. А, -- Лоати: Аз... + о@тиь Ак = 0, 
Фару: ЗА... Нити А, 0, 


т.п т. ий 
т 2. дать и т р —- б. 
Если умножить почленно первое уравнение на А;, второе на 
А.,..., К-ое на А, и сложить, то получим: 
2 ) 
2 2 Э` * 
ЕЕ... + = 


откуда следует, что или А, =0 или 


Е 
№4? =0. 
1—1 


В последнем случае среди чисел А; должны иметься комплексные 


числа. 
Если воспользоваться свойством косой симметричности коэффи- 


циентов Е то определитель рассматриваемой однородной си- 
стемы можно представить в виде: 


т.т ти; 
2А, Ао@тт -ь >. Лоб, 
тт 
а 2) ра Лоб 
7 (^,) — т 1 : г = 0. 
ттт тт 
ве Ло@тьть ‚_ Ло@тать ... 2^1 


Определитель этот обладает свойством: 

А (—^:) = (—1)*А(,). 
Поэтому, если Л, -Е 0, то наряду с корнем А, имеется корень —^.. 
Если К нечетное, то имеется корень Л, =0. Найдя корни уравне- 
ния Д(),) =0, следует затем найти А;. Если все корни окажутся 
простыми, то будем иметь Ё различных значений \, и К соответ- 
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ствующих им функций 710,..., И; значения ^ разветвляются, 
начиная с коэффициента при =. Если окажутся кратные корни 
для Л,, то разветвление А может начаться с других членов, при 
более высокой степени :. 

Поясним эти общие рассуждения примерами, относящимися 
к прямоугольному бассейну. 

В случае двукратного фундаментального числа для двух пар 
чисел (т, п) и (т’, п’) должно выполняться равенство: 


а 
оли ав 
Положим 
И О 
а? са 2 Г) 
А ттх пту 2А п’пх т’ту 
Е ЕЕ ее 605 : 
° Удав а в У а ь 
71 имеет такой вид: 
7х зу 
у. — 248 = т? ое И 19 
Е % Иа т, т? — 1? а) И 
+ т 
оз" оз" 
И сое 
У т Зы У бы 
рт? т? — г? ат? - п — 52 
г $ 
5 с 5пу 
са А а У . т’ ВНЕ ЭК а Ь 
% И аб ры — т? + п’? — _ 72 + 5? РЕ 
а? | 
о ми 
Заз, У а Зв => ев 


рт? м 7’? — 22 г ат? ро 7’? — 52 | 
г $ 


(Е1, 2 =0 или 1, смотря по четности т, п). 


Составляя выражение 
ут, 
>= 2.52% 0001 


и подставляя в него вместо 7, и 7, их значения, мы должны при- 


х от ттт п 
равнять нулю коэффициенты при со 9 008 г и с03 7” М 003 =. . 
а 
Здесь возможны такие случаи: 
1) тит’ разной четности, ий и п’ также разной четности. Тогда 
пп 
среди членов второй фигурйой скобки найдется соз Я соз У 


'лх 


> 5. т т 
в первой скобке найдется с0$ с05 -и. Поэтому не иметь: 


16 А т? п! 
2). А а 
Е ов дут? Ты а: 


ор 9 16.4: и |+ 112 п? ее. 0 
Е р т 52 р а? ам ар / ва 
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Отсюда найдем 


А” = А, 


. Для 0, получаем два значения, соответствующие двум значе- 
ниям А, : 


2А ттх пт ПитК ппу ` 
о =-= (60$ 60$ —^ т #603 в. 
ар а Ь 


Если нормировать 75 так, чтобы 

| | 2 2 4 —= В 
8 

то будем иметь: 


Ч 
А ее ей, 


где 9— любое кещественное число. Положим 0 = 0. Тогда 


1 ттх п 
0 
Иа \ @ 


"сх м п’су` 


в Е о ту 
Е 16: > ( та г т. ы ь 
‚ пар ‘лаб ИаБ ль 112 — 2 Не. г Я я — 
а 2 
г» 
7? с08 — } со т 
1 “1 53 < > 
с Л У И Е р) > ы =. ия т - 
(т? — т? а # ) а (=-—2 ) 
с05 со ыы 
= 16 ( п’? т п’? ) 5 ъ 
пав У абА Ух т’? — 72 1/2— 68 та ся 
Ул не 
О нае пу 
ы ь 


2) т т’ или п+{ п’ четное. 'Гогда в выражении 11 не най- 


плу т’лх п’ку 
дется членов с с05 ПЕ оз = И $0: 00 ра а потому для А 


и А’ будем иметь уравнения: 
— 2 А.А == 0, 
— 2..4’ = 0, 


откуда следует, что А, =0, а Аи А’ произвольны. Предположим 
для определенности, что обе суммы: т-т’ и п-- п’ четные. 
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Оставляя пока А и А’ произвольными, перейдем к определению 
Л›, для чего составим 1: 


И 16“? А 112 т? ) 
2 — а а хх р 712 — р2 12 — 58 


т,$ р,а . 
С соз РР соз И 
й 72 $52 © а Ь 
к У 2 42 Г", >. 
а? а 8) 


1652 А” 16 ( т? из 
а 611 т?а/ № > ом? — га т’? — 2 


(многоточие поставлено вместо членов, не имеющих для нас 
значения). 
Возьмем правую часть уравнения (39) для 7.” 


— №25 + (2%, — 1) 2, 


г. ттх ппу 
и ве в ней члены, содержащие с0$ 605 958: а также чле- 
ви 
п 
ны У. Получим: 
(2^о^. - а) АЕ ЗА 0). 
ЗА, ВАО 
где 
256т? и т? п’2 1 
ь. 1+ доб ( Ва В ) С А. 
ат № 
й 2562 т? п? 1 
И > 5 , 
} АзаБ и п 58 / ра 52 > 
я ты № 
де 2562 Г т? т’? п’? 4 
ея от жаре Ва 2072 — 7? а. тк =. 


Уравнение, служащее для определения А,, имеет вид: 
48$ - 2, (& Е В) Л, - «В — 82 =0. 


Корни этого уравнения звещественны и, вообще говоря, раз- 
личны. Найдя их, мы найдем затем два значения отношения А’ 
к Аи, следовательно, определим, с точностью до множителя А, 
две фундаментальные функции 7,. Дальнейшие вычисления для 
определения следующих коэффициентов рядов (8) и (9) будут уже 
носить определенный характер. 
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Если бы мы предположили, что одно из чисел, например, 
т -- т’ —четное, а другое п -- п’—нечетное, то оказалось бы, что 
6 =0Ои для Аи А’мы имели бы: 


(2%, 5 а) А =0, (2%), - 8) А’ =0. 


Отсюда или 


Ка == — т, А’=0, А произвольно 
2/0 
или 
А ЕЬ т ‚ А=О, А’ произвольно. 
о 


Если Аз трехкратное фундаментальное число, т. е. 


т? п? ^ т/з п/2` т/!? 7 
А а (2 5 = г? (*. у = рт ) : 
то, обозначая 


т? — т? п/2.— п? т? — ти? ИЕР 


А А А аз Ь 


и, предполагая т-- т, тт”, п-т’, п-- п’’ нечетными, по- 
лучим такой результат: 
А, имеет три различных значения: 


16 Ие- у в аб Иючу. 


А: =0) № == — = Е 
тя : таб | аЪву - л?аь УаБь\ " 
им соответствуют такие значения функции До: 
р т/’кх п’ т’пх п’ 
Ж = А (оо оз т ус0; —— 603 ви) з 
йе ттх пп у: т’пх ИЯ 
Ло = А ( 603 608 — Е с0$ / -- 
а Ь Ие-+ у? а Ь й 
Ш т’пх п’’лу 
Но” с 05 ) . 
Е й сз она У ны т/пх о п’пу 
и. о 
Ти п’ кх п’’ку` 
— Е с0$ с03 у, 
у а % Ь 
Л Релей рассматривал случай, когда Й, имеет вид: 
не (21-- 1) лх 
Жо = 605 = р 


Для квадратной области в этом случае обязательно имеем дву- 
кратный корень /^5. Для [=0 Релеем получена формула (54). 
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Поправка 


В № 2 математической серии «Известий ОМЕН» допущена ошиб- 


ка в заглавии статьи В. Л. Гончарова на стр. 171. 
«Об интерполировании функций с конечным 


следует читать так: 


Это заглавие 


числом особенностей с помощью рациональных функций», 
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